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Eine Klasse volumentrewer Transformationen. 


Von H. Beck in Bonn. 





Das, was über die Gruppe der volumentreuen Transformationen bekannt ist, 
findet man im Enzyklopädieartikel über kontinuierliche Gruppen von G.Fano auf 
dreizehn Zeilen zusammengestellt (Math. Enzykl. IIT AB4b, S. 343—344). 

Eine explizite Darstellung aller dieser Abbildungen fehlt dort, und auch anderwärts 
hat Verf. eine solche vergeblich gesucht. Mittels einer Quadratur läßt sie sich geben. 
Die dafür im folgenden in Nr. 11 aufgestellten Formeln haben zwar den Vorzug, gleich- 
zeitig das analoge Problem für beliebige Dimensionszahlen zu lösen, d.i. nicht bloß 
für den A, (für den AR, ist es auf andere Weise von G. Scheffers behandelt). Demgegen- 
über steht der Übelstand, daß sich geometrisch mit ihnen wenig anfangen läßt. 

Ist x ein Punkt des A, (inhomogene Koordinaten), x* sein Bildpunkt in irgend- 
einer Transformation des R, in sich, so kann man das Augenmerk auf die Menge der 


1 
„Sehnenmitten“ m = ze + x*) richten. Im allgemeinen erfüllen sie den ganzen A,, 


indessen kommen alle übrigen denkbaren Fälle wirklich vor. Schrumpft das Sehnen- 
mittengebilde auf einen Punkt c zusammen, so wird die Transformation durch 
z*=2c— x geliefert; man hat sie als Umwendungen (n gerade) und Spiegelungen 
(n ungerade) bezeichnet, eine sprachliche Unterscheidung, die sich, wie sich zeigen wird, 
nicht überall durchführen läßt. 

Der nächst einfache und nicht mehr triviale Fall ist der, daß das Sehnenmitten- 
gebilde eine analytische Kurve ist, und die Klasse der volumentreuen Transformationen 
dieser Eigenschaft ist es, die im Nachstehenden behandelt werden soll. Sie erlaubt eine 
erschöpfende integralfreie Darstellung, die sich auf alle Dimensionszahlen n > 1 bezieht. 
Ferner lassen sich alle diese Transformationen mit affingeometrischen Mitteln konstruktiv 
beschreiben. , 


1 
1. It m= 5 (® + x*) die Mitte zwischen Urbildpunkt z und Bildpunkt z* in 


einer Punkttransformation des R,, so läßt sich diese in die Gestalt 
(1) z=m—g, a=m+yp 


setzen. Bei vorgelegtem Sehnenmittengebilde ist daher die Transformation durch den 
Vektor p bestimmt, der als Abbildungsvektor bezeichnet werde. 
Sei in irgendeinem krummlinigen Koordinatensystem 


x = z(u,,ü,-:+,8,) x’ = z’(u,,Uu,...,3,)- 
Dann hängen auch m und 9 von u,,üg,...,u, ab, und aus (1) folgt: 
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Jede Stelle (u,, ug,.. .,u,), für die der Abbildungsvektor verschwindet, liefert einen 
Ruhepunkt (Fixpunkt) der Abbildung; und umgekehrt: Für jeden Ruhepunkt verschwindet 
der Abbildungsvektor. Jeder Ruhepunkt liegt auf dem Sehnenmittengebilde. 

Soll die Transformation (1) involutorisch sein, so muß sich zu jeder Stelle u, d. i. 
(u, üg,...,u,) eine Stelle u umkehrbar eindeutig so angeben lassen, daß (in ieicht 
verständlicher abkürzender Bezeichnungsweise) 


(*=) m(u)+y(u)=m(u)— p(u), 
und ferner wegen z** = x auch 
m (u) — p(u) = m(u) + p(u). 
Notwendig sind also die beiden Bedingungen 
(2) m(u)=m(), gu)=— p{), 
und sie sind zugleich hinreichend. 
Ist das Mittengebilde eine M, (k=1,2,...,.n — 1), so darf man 
Mm=M(U,_ 17:4, 1, 4,) 
ansetzen. Vermöge 


Unr41 TU, 0 + 09 Un, = Uurın u, =uU, 


geht das System (2) über in die eine Vektorgleichung 


lu, su. Hl une) E— Plus rer Yin). 
Für den im folgenden behandelten Fall k = 1 wird daraus 
(3) Plun,ü:., uU, HU) E— Plus, -,U,_1,%,). 


2. Genügen die beiden Funktionaldeterminanten 
Del...) (= ,..,) 
Ou, Oug du, Ou, Oüg ou, 
den beiden Bedingungen 
(@) D*—-D=0, D*+D=0, b) D*+D=0, D*—D=0, 
so soll die Terminologie des R, übernommen werden, und die Transformation x — x* als 
(a) gleichsinnig (b) gegensinnig 
volumentreu bezeichnet werden. 
Für eine solche volumentreue Abbildung soll jetzt das Sehnenmittengebilde eine 
analytische Kurve sein, 
d 


m = m(u,), m= > #0. 
du 


(Auch weiterhin sollen die totalen Ableitungen nach u, durch Akzente wiedergegeben 
werden.) 
Für den Abbildungsvektor gelten dann die Beziehungen 


d 0) 0x* 
ie j=1,2,..,n—1), 
“u ou, ou, ou, 
%p _da* u 0x 
du, du, E ou, 


Aus (a) und (b) folgt dann: 
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Unter den Transformationen (1) von der Mittenkurve m(u,) sind die volumen- 
treuen durch eine der folgenden beiden Bedingungen gekennzeichnet: 


öp üy 0p ) (28 09 er) 
I me =( —, net, 
M Fr a ” j du,’ du, du, ” 
(gleichsinnig für gerades n, gegensinnig für ungerades n > 1). 
09 0p er (27 09 09 ) 
II u a me, mE. 
un (Fe 7 A 
(gegensinnig für gerades n, gleichsinnig für ungerades n > 1). 
3. Zuerst soll das System (I) für n = 2 behandelt werden (gleichsinnig flächentreue 


Transformationen der Ebene mit Mittenkurve). 
Das System (I) läßt sich hier auf drei Arten darstellen: 


Op 1 990 Iypı Is _ Pr 99a „0 
ou, * du, ; ou, Su, Ou, Su, 
oder (nach (4)) 
ı 0a _ ‚9m go 92, 99 __Oyı 9 _ ) 
"du, m u ® ou, dus Aus du, . 
oder endlich 
‚ 0%, ‚0% 02,0 9,09% 
u 
Es folgt 
u ET us) m, u PARTR u,) m, Alu, u) 0. 
du, 17, %g) Mı, du, 1, Us) Ms, Uns) 


Aus 


darf dann, da der Vektor = nicht identisch verschwindet, geschlossen werden, daß 
U] 


bei konstantem u, der Punkt x eine Gerade durchläuft. Es wird also 


ß) 
z= alu) + plu,u)m(u), —- = Au) #0, 


ou, 
oder nach naheliegendem Parameterwechsel 
(5) x = a(u) + u,m’(u,), 
Der Abbildungsvektor wird dann 
(6) 9 = m(u,) — a(u,) — um’ (u). 
Hinzuzufügen ist die Bedingung 
(7) m; — ma, + u, (mm, — mm, ) #0. 


Das gibt folgende Konstruktion der gesuchten Transformationen: 
Jedem Punkte u, der Mittenkurve m(u,) ordnet man einen Punkt a(u,) zu und zieht 
durch ihn die Parallele zur Tangente der Mittenkurve in u,. Dann wendet man alle Punkte 


jeder solchen Parallelen um den Punkt u, der Mütenkurve um. 
1 
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4. Die genannte Konstruktion umfaßt drei Fälle, die wir einzeln aufzählen wollen. 

a) Der Hilfspunkt a(u,) kann fest gewählt werden, nach (7) aber nur, wenn die 
Mittenkurve krumm ist. Er heiße dann Zeitpunkt der Abbildung. Ein Punkt der Mitten- 
kurve ist Ruhepunkt, wenn die Tangente in ihm den Leitpunkt enthält (vgl. .Nr.1). 
Die Transformation ist nicht involutorisch. - 

b) Alle übrigen Transformationen von krummer Mittenkurve erhält man bereits, 
wenn man für die Kurve a(u,) die allgemeinste Parallelkurve zur Mittenkurve wählt. 
Diese ist dann ebenfalls krumm, und werde als Leitkurve der Abbildung bezeichnet. 

Unter Benutzung der Abkürzungen 


(m’m’’) = mım;’ — mim; usw. 
kann man also setzen 
a(u,) = m— {2 (m’m’'’) f + (m’m’’) f'} m’ + (m’m’’) {m’’, 
wo wegen 
a’ -: ym', y =: 1 ne {2 (m’m’''’) + 3 (m’’m’’')} f — 3 (m’m’'’) f’ PB. (m’m’’) f’’ 
die Funktion /(u,) gemäß » = 0 zu wählen ist. 

Ruhepunkte sind außer den Wendepunkten der Mittenkurve (wo sich die Trans- 
formation oder wenigstens ihre Darstellung singulär verhält) die Stellen, an denen f(u,) 
verschwindet. Das sind alle Punkte der Mittenkurve, deren Tangente mit der zugeord- 
neten Tangente der Leitkurve zusammenfällt. 

Die involutorischen Transformationen dieser Familie ergeben sich für f(u,) = (0, 


d.i. wenn als Leitkurve die Mittenkurve selbst genommen wird. Diese bleibt dann 
punktweise stehen, und die Transformation 


z=m+ um, x* = m — u,m’ 


läßt sich so beschreiben: Alle Punkte jeder Tangente der Mittenkurve werden um ihren 
Berührungspunkt umgewendet. 

c) Ist die Mittenkurve eine gerade Linie, so kommt die Zuordnung zwischen ihren 
Punkten und denen der Hilfskurve (die jetzt nach (7) keine dazu parallele Gerade sein 
darf) hinaus auf eine Zuordnung zwischen den Punkten der Mittengeraden und den 
Parallelgeraden zu ihr. Man verliert also nichts, wenn man die Hilfskurve a (u,) als feste, 
zur Mittengerade geneigte gerade Linie wählt. 

Unter Beschränkung auf die spezielle Mittengerade m, = u, m; = 0 kann man 
a, =(0, a,=f(u,) setzen. Das gibt die Transformation 

(8) nn Sc (u,, /(u,)), x* Zug (2u, —U, — f(u,)), f = 0. 

Die Ruhepunkte ergeben sich aus f(u,) = 0, die Transformation ist nie involutorisch. 

Notwendig dafür, daß die Transformation (5) affın wird, ist, daß die Mittenkurve 
eine Gerade ist. In der Darstellung (8) hat man dazu /(u,) = cu, + d zu nehmen, c #0. 

Die oo* gleichsinnig flächentreuen Transformationen von gerader Mittenkurve 
sind dadurch gekennzeichnet, daß sie einen einzigen Ruhepunkt haben und eine einzige 
(doppelt zählende) Ruhegerade durch ihn, nämlich die Mittengerade. Beispiel: 
=— nn to, 4 =—ı,0c=#). 


5. Jetzt behandeln wir für n = 2 das System (II), d.i. die gegensinnig flächen- 
treuen Abbildungen der Ebene mit Mittenkurve. 
Aus 


9, a 9pı Opa _ ‚ 09a ‚ 09, 


ie ae 


ou, 
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folgt sogleich 
’ db 7 db 0)} 
p = b(f(u, u,)), (mi Fri —m, nn) 
oder nach Parameterwechsel 
a, , 0a, , 
(9) yzalm, m m#0. 
u, ou, 
Dieses Ergebnis ist jetzt zu deuten. 


Heftet man in einem beliebigen festen Punkt c (Leitpunkt) den Vektor a(u,) an, 
so beschreibt sein Endpunkt die Kurve (Leitkurve) 


y(u,)=c+ alu,). 
Die Transformation heißt dann so: 


(10) z=m(u) +ce—y(u), z*=m(w)—c+ y(u,), 
dy, ' dyz ' 
(11) Zu, a, m 5 0. 


Der. Punkt x(u,, u,) entsteht aus dem Punkte y(u,) der Leitkurve durch Umwendung 
um die Mitte zwischen dem Leitpunkt c und dem Punkt m(u,) der Mittenkurve. Bei 
festem u, darf man daher die Kurve z(u,, u,) als eine Wendekurve der Leitkurve be- 
zeichnen. Die oo! Wendekurven der Leitkurve sind vermöge des Leitpunktes den Punkten 
der Mittenkurve umkehrbar eindeutig zugeordnet. So kann man die Transformation (10) 
kurz dahin aussprechen: 

Man wendet alle Punkte jeder Wendekurve um den zugeordneten Punkt der Miütten- 
kurve um. 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) Der Leitpunkt liegt nicht auf der Leitkurve. Die Abbildung hat keinen Ruhe- 
punkt. Aus (3) folgt, daß die Abbildung involutorisch dann und nur dann ist, wenn der 
Leitpunkt Symmetriezentrum für die Leitkurve ist. 

b) Der Leitpunkt liegt auf der Leitkurve. Dann ist jeder Punkt der Mittenkurve 
Ruhepunkt, denn die Gleichung x = 0 wird wenigstens für ein u, durch alle u, be- 
friedigt. Die Zuordnung zwischen Wendekurven und Punkten der Mittenkurve läßt 
sich dann einfacher beschreiben: Jede Wendekurve läuft d’ırch den zugeordneten Punkt 
der Mittenkurve. Damit ist dann der Leitpunkt entbehrlich, d. i. er darf beliebig auf der 
Leitkurve angenommen werden, ohne daß sich die Transformation ändert. 

“ Hier kann es vorkommen, daß eine Wendekurve als Ganzes die Umwendung um 
ihren Schnittpunkt mit der Mittenkurve verträgt. Dann und nur dann ist die Abbildung 
involutorisch. 

Die Ungleichung (11) sagt aus, daß bei gerader Mittenkurve die Leitkurve keine 
zu ihr parallele Gerade sein darf. 

Die Abbildung (10) ist eine Affinität dann und nur dann, wenn sowohl Mittenkurve 
als auch Leitkurve gerade Linien sind. In der Schar b) kommen nur die (involutorischen) 
Affinspiegelungen vor, in der Schar a) alle Affinitäten, die aus diesen vermöge einer 
(nicht identischen) Schiebung längs der Affinitätsachse entstehen. 


6. Die gleichsinnig volumentreuen Transformationen des dreidimensionalen 
Raumes mit Mittenkurve erhält man aus (II), d.i. aus 


(2: 0p JE (er op 


du,’ dus’ du, = 2m) #0, m = —., 
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Das gibt sofort 


Ye % ae ob 


p = b(f (ug Us), 8(U,, Uy, Us), (2 u du, a’ dg’ m 
ı OUz 2 


)o, 


oder nach Parameterwechsel 


19 = ' (z da ) 0 
( ) a a(u,, Us), ou,’ dus’ m * ) 


sodaß die Transformation sich folgendermaßen schreiben läßt: 
= = m(u;) — a(u,, Us), x* = m(u;) + a(u,, us). 


Die Deutung dieser Formeln lehnt sich an die der Formeln (9), (10) an. Wie in Nr. 5 
führen wir einen festen Leitpunkt c ein, und dazu die Leiifläche 


y(u),u,) =c+ a(u,, us) 
sodaß die Transformation sich auch so schreiben läßt: 
(13) x = m(u;) + ce — y(u,, us), x = m(u;) —c + y(u,, us), 


(14) (29,2% m’) 0. 
ou, Oug 
Daß die Leitfläche sich nicht auf eine Kurve reduzieren kann, wird durch (14) bewiesen. 

Aus dem Punkte y(u,, u,) der Leitfläche entsteht der Punkt x(u,, u,, u,) durch 
Umwendung um die Mitte zwischen dem Leitpunkt und dem Punkte m(u,) der Mitten- 
kurve. Bei festem u, darf also die Fläche x(u,, us, us) als eine Wendefläche der Leit- 
fläche bezeichnet werden. Deren gibt es ool, die vermöge des Leitpunktes umkehrbar 
eindeutig auf die Punkte der Mittenkurve bezogen sind. Jetzt konstruiert man die 
Transformationen (13) so: Man wendet alle Punkte jeder Wendefläche um den zugeord- 
neten Punkt der Mittenkurve um. 

a) Liegt der Leitpunkt nicht auf der Leitfläche, so ist die Transformation frei 
von Ruhepunkten. Hier kann es vorkommen, daß die Leitfläche zentrisch-symmetrisch 
in bezug auf den Leitpunkt ist; dann und nur dann ist die Transformation involu- 
torisch. 

b) Liegt der Leitpunkt auf der Leitfläche, so bleibt die Mittenkurve bei der 
Transformation punktweise stehen. Jede Wendefläche läuft dann durch den zugeord- 
neten Punkt der Mittenkurve. Damit ist der Leitpunkt entbehrlich, insofern er be- 
liebig auf der Leitfläche angenommen werden kann, ohne daß die Transformation sich 
ändert. 

Hier kann es vorkommen, daß die Leitfläche zentrisch-symmetrisch in bezug 
auf einen ihrer Punkte ist. Dann und nur dann ist die Transformation involutorisch. 

Die Transformation ist affin dann und nur dann, wenn die Mittenkurve gerade 
und die Leitfläche eine Ebene ist. Es sind das alle Affinitäten des Typus 


a, ei. 3 = —ıiy 25 = 13 — 2;. 
Die Ungleichung (14) sagt aus, daß die Leitfläche 
bei krummer ebener Mittenkurve nicht eine Ebene parallel zur Kurvenebene 
sein darf, 
bei gerader Mittenkurve kein (ebener oder unebener) Zylinder mit Erzeugenden 
parallel zur Mittengerade. 


7. Die gegensinnig volumentreuen Transformationen des dreidimensionalen 
Raums mit Mittenkurve erhält man aus (I), d.i. aus 
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dp 9 ))= (z* dp 9 ‚. dm 
(Dee m =(, ee) +0. m = -—. 


Dafür kann man nach (4) auch schreiben 
O2 98 , 02x 0x 0x 
( dus” Mt ) ae (F us” 2) .. 
Das verlangt, eine Flächenschar z(u,, u,, u,) zu suchen (u, und u, seien die Parameter 
auf der Scharfläche u,), für welche alle Tangentialebenen der Fläche u, zur Tangente 
der Mittenkurve im Punkte u, parallel sind. Jede solche Fläche ist ein (ebener oder 
unebener) Zylinder, in welchem eine bzw. die Erzeugendenschar die Richtung m’(u,) 
hat. Sei u, der Parameter auf einer dieser Erzeugenden. Dann läßt sich jeder unserer 
Zylinder so darstellen: 
= (u,, Uy, 45) = Yu, u5) — um’ (u,). 

Die Transformation läßt sich dann so konstruieren: 

Jeder Tangente der Mittenkurve ordne man einen Zylinder zu, dessen Erzeugende 
sämtlich oder zum Teil zu ihr parallel sind, und spiegele alle Punkte eines solchen Zylinders 


am Berührungspunkt. 
Die Transformation heißt dann 


(15) x = y(u,, u;) — um’ (u3), x* = 2m (u,) — y(u,, u) + u, m’ (u,), 
Bo; | (5 } ") 
Fan A ll. Bam ni #0 

(16) (2 m, du, Ug Zu,’ m, m 


Die Analogie mit Nr. 3 tritt stärker bei folgender Fassung der Konstruktion hervor: 
Jedem Punkt u, der Mittenkurve ordne man eine Kurve a(u,, u,) = ylu,, u,) zu 
und ziehe durch ihre Punkte die Parallelen zur Tangente der Miüttenkurve im Punkte u,. 
Der Punkt m(u,) der Mittenkurve ist Ruhepunkt dann und nur dann, wenn 
die Tangente in ihm die zugeordnete Kurve a(u,, u,) trifft. 


8. Die Tatsache, daß sich ein und derselbe Zylinder durch Abänderung der 
Leitkurve auf mannigfache Art darstellen läßt, wirkt sich hier dahin aus, daß dieselbe 
Transformation durch verschiedene Wahl des Hilfsgebildes a(u,, u,) gewonnen werden 
kann. So hat man es in der Einzelbehandlung mit vier verschiedenen Fällen zu tun. 

a) Die Müttenkurve sei krumm. 

Zieht man, wie es die zweite Konstruktion verlangt, durch jeden Punkt a(u,, u,) 
die Parallele zur Mittenkurventangente in u,, so entsteht eine Geradenkongruenz. 


0) 
Unrichtig wäre das für Im’ a = (), was aber durch (16) ausgeschlossen ist. 
u} 


Die Kongruenzgeraden lassen sich auf die Zylinder der ersten Konstruktion 
verteilen. In der Sprache der projektiven Geometrie hat jede dieser Kongruenzen 
eine uneigentliche Brennkurve. Entweder ist diese doppelt zählend (brennpunktlose 
Kongruenz), oder es gibt ein Gebilde eigentlicher Brennpunkte. Dieses kann dann 

ö 
noch eine Fläche sein oder eine Kurve. Der erste Fall ist durch ( 5 ‚m’, m") = (0 
u, 
gekennzeichnet, während in den beiden andern das Brenngebilde so heißt: 
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a4) Sei das Brenngebilde eine Kurve (Leitkurve). In dieser schneiden sich dann 
alle Zylinder der ersten Konstruktion. In der zweiten Konstruktion ist dieselbe Kurve «a 
sämtlichen Punkten der Mittenkurve zugeordnet. Daher darf man bei geeigneter 
Parameterwahl ansetzen: 


y (= ' m”) = 0 
= —,m 0. 
(1 ) a a(u,), du,’ ’ 
Die Ungleichung sagt aus, daß bei ebener Mittenkurve die Leitkurve nicht in 
einer Parallelebene angenommen werden darf. Die Transformation heißt jetzt 
x = a(u,)—usm’ (u), 2* = 2m(u;) — a(u,) + usm’(u,). 


a2) Hat die Kongruenz eine Brennfläche, so kann diese als das Gebilde a(u,, us) 
genommen werden. Das gibt die drei Bedingungen 


0a da 4 > J 

Kai ' Zi Ana Me =( ne 4 0 

(ee BR ) un (e ge tt 
Sie lassen sich, nach naheliegendem Parameterwechsel auf allgemeinste Weise so 
erfüllen: 


a(u,u)=ece+uy+ Am’ (us) + f(u,, 45) m'' (u;), 
” (m’, m”, m'’’) of of (m’”, m’, y) 


(18) zn f 


mm) 











du u m 

Dabei bedeutet c einen beliebigen festen Punkt, y einen konstanten Vektor der Eigen- 
schaft (y, m’, m’’) # 0. Er ermöglicht es, daß die Fälle ebener und unebener Mitten- 
kurve gleichzeitig behandelt werden können. Um den bereits in al) vorweg genommenen 
Fall hier auszuschließen, hat man die Funktion f(u,, u,) gemäß 


0A 0A 
(y, m’, m'’) du rum (m’, m’, m''’) f Fr Eu (y, m’, m''’) f ES 0 | 
zu wählen. Bei festem u, sind die Kurven a(u,, u,) Lichtgrenzkurven auf der Brenn- 
fläche. 


Die Fälle ai) und a2) entsprechen den beiden Fallen Nr. 4, a und b. Neu tritt 
jetzt auf der Fall 


da , 


a3). Für die brennpunktlosen Kongruenzen ist ( m‘, m) =(, 
u 


i® ° v 
(3 m’, nn) #0. Die Flächen a lassen sich nach Parameterwechsel auf allgemeinste 
1 


Weise so darstellen: 
df 


(19) a(u,, u;) =c + f(u;) Y + um’ (u;), (Y; m’, m'') du. + u,(m', m", m''') = 0, 
3 


wenn der Vektor y, wie vorhin, an die Bedingung (y, m’, m’’) #0 gebunden und c 
wieder ein fester Punkt ist. Das Hilfsgebilde ist dann als geradlinige Fläche ange- 
nommen. Das wird möglich, weil jetzt alle Zylinder der ersten Konstruktion eben sind. 

Hier läßt sich die Konstruktion der zugehörigen volumentreuen Transformationen 
noch auf mindestens zwei andere Weisen aussprechen, auf die bei anderer Gelegenheit 
ausführlicher eingegangen werden soll. 











nn ei 
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b) Die Miüttenkurve sei eine Gerade. 

Das System a(u,, u,) stellt wegen (16) stets eine Fläche dar. Die Kongruenz 
der Zylindererzeugenden ist ein Parallelenbündel. Daher genügt es, die Fläche a als 
feste, gegen die Mittengerade geneigte Ebene zu nehmen. 

Wir beschränken uns auf die Mittengerade m = (0, 0, u,), und dürfen dann 
a; = 0 wählen: 

z = {a,(U,, Us), Qg(u,, U5), ug}, 2* = {— a,(u,, U5), — Qg(u,, u5), 20, — us}, 
da, da, da, da, | 
— nn =.0. 
ou, dus du, Du, 
Nach Parameterwechsel wird daraus 
= = (U,, U, 3), + = {— U, — Us, 2f(u,, Us) —u,}. 

Hier gelingt die Elimination der Parameter: 

(20) 2, = —— 27, 2, SEE Ze 2; = —27 2/(z,, 2), ” 
wobei die Funktion f(z,, 2) nicht konstant ist. Eine sehr einfache Fassung der Kon- 
struktion erhält man, wenn man f als dritte Ordinate einer Geländefläche über der 
2%-Ebene deutet. 


9. Für das Nachfolgende benötigen wir einen Exkurs in die n-dimensionale 
Geometrie. 

Als zylindrische M,_, eines AR, verstehen wir jedes Punktgebilde auf einer 
(n — 2)-parametrigen Schar paralleler Geraden. Eine solche zylindrische Kongruenz 
wird gewonnen, wenn man in einem R,_, ein Punktgebilde M,_, annimmt (Leüt- 
gebilde), und durch alle seine Punkte in einer Richtung, die nicht im R,_, verläuft, 
Parallele zieht. Ist das Leitgebilde insbesondere ein R,_,, so ist die zylindrische M,_, 
ein R,_,- Das Punktgebilde einer zylindrischen M,_, läßt sich daher so darstellen: 


n—l 


i= y(u,, .. U„_2) —1U,..16 
wo c #0 einen festen Vektor des R, bedeutet. Für jeden weiteren Vektor y des A, 
wird dann 
| 0x 0x ) 'dy oy 
ee =— (A. u; 
ou, Ou,_ı du, OU, 
und daher insbesondere 
0x 6x 0x 
21 — u = 
m) (de m az ) 0, 


d.i. alle Tangentialräume A, , der zylindrischen M laufen durch denselben 
(uneigentlichen) Punkt des A, 
Ist für eine M,„_, die Bedingung (21) erfüllt, so ist sie zylindrisch; denn dann 
ist für z= r — u, ,c auch 
02 0 A SE 
er u.) = 
d.i. sie enthält 00"? parallele gerade Linien. 
Das System (I) (Nr.2) läßt sich wegen (4) so schreiben: 
0x 0x r 0x 0x ‚ dm 
ee) =0 ee =) #0, m -. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 1. 2 


n—1 








10 Beck, Eine Klasse volumentreuer Transformationen. 


Das verlangt, eine einparametrige Schar (Parameter u,) von Gebilden M,_,, also 
ein Gebilde z{u,,...,4,_,,%,) so anzugeben, daß der Tangential-R, , im Punkte 
(u, ...,4,_,) des Schargebildes u, parallel ist zur Tangente der Mittenkurve im 
Punkte u,. Jede solche M,_, ist daher zylindrisch. 


10. Nach diesen Vorbereitungen können wir aussprechen: 

Für n 23 läßt sich jede volumentreue Transformation mit einer Mittenkurve 
durch eine der beiden folgenden Konstruktionen gewinnen: 

(I) Jedem Punkte der Mittenkurve m(u,) ordnet man eine zylindrische M,_, zu, 
deren erzeugende gerade Linien sämtlich oder doch zum Teil parallel sind zur Tangente 
der Mittenkurve im Punkte u,, und spiegelt dann alle Punkte jeder solchen M,„_, am 
zugeordneten Punkt u, der Mütenkurve. 

Der Abbildungsvektor ist dann 





’ dm ’ 
Y(u,, u. u,„) un m(u,) u y(u,, eo. U„_2 u,) + U,_,M (u,) du = m). 


Die Transformation ist gleichsinnig für gerades, gegensinnig für ungerades n, beidemal 
unter der Voraussetzung 
(2 9 , ev (2 oy 
in 


’ [20 
— ‚m, ey, Mm, 0. 
ou Aus Mrz ou, Ou,_s POEN ) ” 


(II) Man wendet eine M,_, um die Mitte zwischen dem festen Punkt c und allen 
Punkten der Mittenkurve um, und spiegelt alle Punkte jeder so erhaltenen Wende-M ._ı 
an dem ihr zugeordneten Punkt der Mittenkurve. 


Der Abbildungsvektor ist dann 
Ylun,...,%,) = Ylü,--,u,_1)— C: 


Die Transformation ist gleichsinnig für ungerades, gegensinnig für gerades n, beide Male 
unter der Voraussetzung 








oy %Y 
Bm) #0 
11. Nachdem alle volumentreuen Transformationen von vorgegebener Mitten- 
kurve aufgestellt sind, wären die Fälle zu betrachten, in denen das Sehnenmitten- 
gebilde eine analytische Fläche ist. Trotz der Lösung dieser Aufgabe in einer ganzen 
Anzahl von Einzelfällen ist es dem Verfasser bisher nicht gelungen, das vermutlich 
recht einfache Prinzip, welches alle Transformationen der bezeichneten Art verbindet, 
zu erkennen. Es soll daher zum Schluß noch eine Darstellung aller volumentreuen 


Trane! »;mationen gegeben werden, d.i. ohne Rücksicht auf das Sehnenmittengebilde. 
Im Raum der Urbildpunkte z sei ein System krummliniger Koordinaten zu- 

grunde gelegt: 

ı= (fi fa» ... In)» 

du, 


; = Flug... .,u,) j=1,2,..,R) 


wo die Funktionaldeterminante der eindeutigen analytischen Funktionen 








nicht identisch verschwindet. 
Entsprechend setzen wir für den Raum der Bildpunkte an: 
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z* = (9, Up: 2 90 Fl U: 9)) = #0. 

Jetzt liegt bereits für v = u die allgemeinste analytische Abbildung x — z* vor, 
wegen der Unbestimmtheit der Funktionen /,; zwar werden durch u =g,(v) und 
u = g,(v) verschiedene Transformationen geliefert, aber es kommt uns hier ja auf die 
Gesamtheit aller dieser Abbildungen an. 

Jetzt ist die Abbildung x — x* gleichsinnig (oberes Vorzeichen) oder gegensinnig 
(unteres Vorzeichen) volumentreu für 








Un 

Fr _ || | öf, 

du, =+ | Zu, i F(u,,u,...,u)= + Zu, du, + G(u,, us... .,%,_1), 
wo die Funktion G(u,, us, . . -, u,_,) beliebig gewählt werden kann. 


Bonn, 13. August 1940. 


Eingegangen 17. August 1940. 








Einige im Kleinen überall lösbare, 
im Großen unlösbare diophantische Gleichungen. 


Von Hans Reichardt in Leipzig. 


Bisher kennt man noch keine Methode, von einer gegebenen diophantischen Gleichung 
ax + ba?y? + cy*! = z? 

mit rationalen Koeffizienten a, b, c zu entscheiden, ob sie im Großen lösbar ist, d. h. ob 
sie Lösungen in (ganzen) rationalen Zahlen x, y, z besitzt. Notwendig für die Lösbar- 
keit einer solchen Gleichung ist jedenfalls, daß sie überall im Kleinen, d.h. in reellen 
und in p-adischen Zahlen für jede Primzahl p lösbar ist. Die folgenden Beispiele werden 
nun zeigen, daß diese Bedingungen für die Lösbarkeit nicht hinreichen, im Gegensatz 
zu den Verhältnissen, wie sie etwa bei den quadratischen diophantischen Gleichungen 
herrschen. 

Das wichtigste Verfahren zur Behandlung solcher Gleichungen ist eine vollständige 
Induktion nach dem Max (| x |, | y |) (‚‚descente‘‘), doch ist seine Anwendbarkeit, wie 
ich gezeigt habe!), daran gebunden, daß man über die Lösbarkeit nicht nur der vorge- 
legten Gleichung, sondern noch weiterer Gleichungen vom gleichen Typ Bescheid weiß. 
Wenn das aber der Fall ist, so liefert diese Induktion sogar eine Basis für die Gruppe 
der Lösungen der gegebenen Gleichung. Und umgekehrt: Kennt man eine solche Basis, 
so kann man alle lösbaren unter den eben erwähnten zugehörigen Gleichungen angeben. 
Will man z.B. eine Basis für die Lösungen von 


x* + 17y4 = 2? 
bestimmen, so muß man wissen, welche unter den Gleichungen 

aA — 68y! = 2}, 

6824 — yi = 23, 

x# — 17yt = 222, 

1724 — y! = 22? 


lösbar sind und welche nicht. Die erste ist lösbar (mit y = 0), während man für die übrigen 
auch bei geduldigstem Probieren keine Lösung erraten kann, obwohl diese Gleichungen, 
wie wir sehen werden, im Kleinen überall lösbar sind. Die vollständige Induktion ist 
also hier nicht durchführbar. Sie wird es aber nach geeigneter Erweiterung des Körpers 
P der rationalen Zahlen, nämlich nach Adjunktion von V— 2; denn hier sind alle nun 
zu 2° + 17y* = z? zugehörigen Gleichungen, die überall im Kleinen lösbar sind, auch 


im Großen, d. h. in Zahlen aus P(/— 2), lösbar, wie unten gezeigt wird. Jetzt kann man 


1) H. Reichardt, Über die Diophantische Gleichung ax + bz?y?-+ ey = ez?, Math. Ann. 117 (1940), S. 235 
bis 276. Im folgenden mit D zitiert. 
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also eine Basis für die Lösungen im erweiterten Bereich bestimmen; und dann kann 
man diese Erweiterung wieder rückgängig machen: Es läßt sich nämlich aus dieser Basis 
eine Basis der Lösungen in P von z* + 17y4 = z? herleiten. Auf Grund der Kenntnis 
dieser Basis kann man schließlich die in P lösbaren unter den obigen vier Gleichungen 
bestimmen; das Ergebnis: Nur die erste ist lösbar, die drei anderen aber nicht. Dabei 
ergibt sich noch, daß z* + 17y* = z? sowie x! — 68y* = z? nur die Lösungen mit y = 0 
besitzen. 


1. 


Die Gleichungen, die man zugleich mit ax* + bz?y? + cy* = z? zu betrachten 
hat, sind nach D II 


sat ++ yt= 2 
und 


sr — 2bz?y? + 5 yı = z? (d = b? — 4a), 


wobei s die quadratfreien Teiler von ac und s’ die von d durchläuft. Gehen wir also in 
unserem Falle von x* + 17y* = z? aus, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 





[ aa + 17 = ze, 

7#2+ Y=z3, 

A - #1-17yf =, 
— 172% — y* == 23: 

a — 68yt = 23, 

_— A+ßfi=z, 

Zt — 3uyt = 23, 

(2) — 2 + fl = 23, 
1724-— At 2}, 

— 17+ 4f=2z, 

at — 2yl=zi, 

| 362+ + 21 = 2%. 


Die beiden ersten Gleichungen unter (1) sind lösbar, die beiden anderen nicht. Unter 
(2) erkennt man die erste und die sechste als lösbar, während man für die übrigen Glei- 
chungen keine Lösungen sieht; vielmehr wird sich zeigen, daß sie unlösbar sind. Dabei 
sind sie überall im Kleinen lösbar; denn: 1. sind sie in reellen Zahlen lösbar, 2. sind sie 
in 2-adischen Zahlen lösbar, weil 17 eine 2-adische 4. Potenz ist (z. B. gibt es Lösungen 
mit xyz = 0), 3. sind sie in 17-adischen Zahlen lösbar, weil — 1 und + 2 17-adische 
Quadrate sind (z. B. Lösungen mit xy = 0), 4. bei jeder anderen Primzahl p entspricht 
jeder Lösung einer solchen, nur als Kongruenz mod p genommenen Gleichung ein Prim- 
divisor ersten Grades des durch diese Kongruenz definierten elliptischen Funktionen- 
körpers und umgekehrt; da es aber in solchen Körpern stets mindestens einen Prim- 
divisor ersten Grades gibt, besitzt die Kongruenz eine Lösung, die dann in bekannter 
Weise zu einer Lösung der Gleichung in p-adischen Zahlen ausgestaltet werden kann. 


Die zur Bestimmung aller Lösungen nötige descente läßt sich also hier nicht durch- 
führen, weil nickt bekannt ist, welche unter den Gleichungen (2) unlösbar sind. Mehr 
Glück haben wir aber, wenn wir Lösungen von z* + 17y* = z? nicht nur in rationalen 
Zahlen, sondern in Zahlen von P{Y— 2) zulassen. Die Gleichungen, die man jetzt alle 
auf ihre Lösbarkeit hin zu untersuchen hat, lauten dann (mit # = 3 + 2/— 2): 
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+1 = zi, 

— Mt 1Tyi = at, 
NT+ y=23, 
1t— yY=-3z, 


(3) dt+ =), 


— dat yim ze, 
9A + nz, 

a Hi day = 22; . 
aa — 68y! = zi, 
—_— A+ By =zt, 


ma — Af=2}, 
Fr 17+ 4yt=zi, 
dat — Lay! = 22, 
— dr + 4dyt .— 22, 
dat — Adi = 2}, 
— dat + 4öyt = 28. En 
Zu (4) kommen eigentlich noch die acht weiteren Gleichungen, bei denen y—2 
im Koeffizienten von x* genau einmal, in dem von y* also genau dreimal aufgeht. Diese 
Gleichungen sind aber alle unlösbar, weil die linke Seite einer jeden solchen Gleichung 


nur ungerade Potenzen von Y— 2 enthalten kann. 

Unlösbar sind weiter je die vier letzten Gleichungen von (3) und (4); denn + ® 
und + # sind gegenseitig quadratische Nichtreste. Die übrigen Gleichungen sind da- 
gegen alle lösbar: 


(4) 





1+17-=13, 
— in U (3y— 2)®, 
14 — 68 - 0? = 1?, 
— (Y— 2) + 68 - 14 = 8%, 
17-1 —4Y— = 1%, 
— 17:0? +4-14= 22, 
Aus diesen Lösungen läßt sich nun nach D V, Beweis von Satz 6, ein Repräsen- 
tantensystem für die Faktorgruppe p/2p berechnen. Es ergeben sich dafür die folgenden 
Lösungen von z* + 17yt = 2: 


! 


0.0 Pı 0—p| P, 10 — pP | pı—Pa|0’—Pı+ Pa 

















al-1:j1 :)0 0 Seyalayalay-a| 29-2 

‚00 2y—a | ay—3 | 3 & E | 1 

:|ı|-ıla |-»2 |» |-a|s | -+ 
2. 


Wir kommen nun zur Durchführung der vollständigen Induktion. Gegeben sei 
eine beliebige Lösung p, die von den obigen acht Repräsentanten verschieden ist. Unter 
diesen gibt es dann genau einen — wir bezeichnen ihn mit q—, so daß p + q = 2r ist. 
Im allgemeinen wird t eine „‚kleinere‘‘ Lösung sein als p. Setzen wir nämlich (in geringer 
Abweichung gegenüber D V) 


M(p) = Max (| x|, |yV17 |), 
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wenn p die Lösung x, y, z darstellt, so werden wir nachher zeigen: 
(5) | M(p + a) < 33,6 M(p)? 
M(p)* < 2,98 M(2p). 
Daraus folgt dann 


M(t)* < 2,98 M(2r) = 2,98 M(p + a) < 2,98 - 33,6 M(p)?®, 
also 
M(x)? < 10,01 M(p). 

Für genügend großes M(p) ist also M(t) < M(p); nur wenn M(p) < 10,01 ist, kann 
M(t) > M(p) sein. Daraus folgt nun (vgl. D V, Beweis von Satz 7), daß sich die ganze 
Gruppe der Lösungen erzeugen läßt aus den obigen Repräsentanten von p/2p und aus 
den durch M(p) < 10,01 charakterisierten Ausnahmelösungen, deren es nur endlich 
viele gibt und die nun zu bestimmen sind. 

Zuvor wollen wir noch (5) beweisen. Die erste Abschätzung, die sich natürlich 
auch im allgemeinen Falle analog wie in der gleich zu schildernden Weise herleiten läßt, 
ist eine wesentliche Verschärfung gegenüber D (V, Beweis von Satz 7), wo es noch 
M(p + qa) <CM(p)? heißt. Ohne diese Verschärfung dürfte unser Beispiel praktisch 
kaum durchzurechnen sein. — Ist also p die Lösung x, y, z, so gilt (vgl. D V (1) in leichter 
Abänderung) 

sz? = u? — 17v%, 
(6) sy? = 2uv, 
sz = u? + 170%, 
mit ganzen, teilerfremden u,v. Es ist daher s | 34, und zwar ist nach D II, weil von 
(4) nur die ersten vier Gleichungen lösbar sind, s 7 +1, +17, asos= +1, +2, + 17, 
+ 34. Weiter seien 2%, %9, 25 die Lösung 4, &,, %1, 2 die Lösung p + q, sowie s,, 4, ®ı 
die gemäß (6) zu p + q gehörigen Zahlen. Sollte q = o oder o’ sein, so ist M(p + q)= M(p); 
denn p + o’ ist die Lösung — x, y,— 2. Es sei also nun q +oundgq +0’. Dap + q voraus- 
gesetzt wurde, haben wir nach dem Additionstheorem D IV (7) 
Yyı = (%9y — 92) (GR — a + W2— Hy): 
1 -Ha= HP — any + 2 — a) (— nr — 1Tyoy’ + 202), 
also nach (6) 
u _ Iy _ 17(2,% — %2)? 





vn mn et Tyayt Hz’ 

und somit 

tu, = 1700 y — %R)°, 

ww, = — nr — 1Tyy? + 22 
mit ganzem i (wegen (u,, d,) = 1), und zwar ist t durch 17 = ## teilbar; denn nach der 
ersten dieser beiden Gleichungen ist 17 |tu,. Wäre nun etwa ®| u,, so wäre nach (6) 
®|s, also s= +17, + 34. Andererseits ist aber p + q = 2r, also nach D V, Satz 2, 
s, ein Quadrat, und das ist ein Widerspruch. 

Setzen wir in (6) die soeben gewonnenen Ausdrücke für u,, v, ein, so erhalten wir 

nach kurzer Rechnung 


(la) = Anna + ey — rt Bay 
2 
+ nz + Ayaoy?z, 
t\2 2 
sı (4) = 79 ur rt — 1’ + 202). 
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Die rechten Seiten sind noch beide durch 2 teilbar; wegen (z,, %,) = 1 ist daher (2) 


ganz, also dem Betrage nach mindestens 1. Das gibt die Abschätzung 


% 
Ials2lanay|+2laney|+ legt gg le | + 34] vage 
2 
+ 77 | 9922| + 2 | Yony°2 |, 


2 ' 
Iyıl Ss m(|y| +12’ (al +17 Iyyl+ 122). 
q ist nun eine der am Schluß von Nr. 1. angeführten Lösungen, also 
I»1=4Y2, |wIs3, |3|< 4. 
Weiter ist nach der Definition von M(p) 


jzIsMW, IvIsı® und damit |2]SVamıp%. 
17 
Setzen wir das in die obige Abschätzung ein, so ergibt sich 
E! ai| < 757 M(p}%, 
|VA7y} | < 1125 M(p}*, 





und daraus folgt 
M(p + a) < Y1125 M(p)® < 33,6 M(p)®. 
Nun zur zweiten Abschätzung von (5). Ist x,, %ı, 2, die Lösung 2p, so gilt nach 
dem Additionstheorem D IV (4) 
ix, = A — 17yf, 
ty, = 2uyz, 
tz, = z# + 680°. 


Aus (z, y) = (z,, Yyı) = 1 ergibt sich leicht, daß t | y— 2. Es ist nun 
(ad + 2) = 2, 





also 
u) 
PL + 2ı 
A + 17y - 25% i 
Weiter ist 
aA — 17y! = ta, 
also 
4/72 
(1 <llını+ VER) 
2 ) 2 } 
— 
+ Ve), 
und damit 


li] 22 +2 
M(p)* sh a|+ ER ) 
Nun ist |£| SyY2®, |x,| s M(2p), |z,| SY2M(2p)®, und daraus ergibt sich 
M(p)* < 2,98 M(2p). 
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Damit ist (5) bewiesen, und wir gehen nun daran, die Ausnahmelösungen mit 
M(p) < 10,01 aufzustellen. Diese Lösungen könnte man natürlich der Reihe nach durch 
Probieren finden, doch wäre das recht mühsam, weil wir Lösungen in P(y— 2) zulassen. 
Zweckmäßiger ziehen wir wieder (6) heran. Wegen 


M(p + 0’) = M(p) und s(p + 0’) — — 17s(p) 


(2) 
(nach D V, Satz 2) genügt es, nur die Lösungen mits = + 1, + 2zu suchen. Für diese 
Lösungen ist nach (6) 
sy? = 2uv, 

also etwa 

u=a, v= + PP 
und damit 

sz? = a* — 17 

oder, anders geschrieben, 

or — 17 = + y*. 
Wir schätzen jetzt x und ß ab: 


<|z|+]22] <(V2 + 1) - 10,018, 


|] =lat] = 





s 2 
„@+ =) 





117] = 11798 ]=|56— 29) <|z]+122] <(/2+ 1) 10,01%, 





und daraus folgt, weil |&?| = «& und ß? = ßß natürliche Zahlen (oder 0) sind, 
|a|s15, |A|=s3. 
Da konjugiert-komplexe «, 8 auf das gleiche M(p) führen, genügt es, nur die nicht kon- 
jugierten & mit |? | < 15 zu betrachten. Jetzt ist es nur noch eine kleine Mühe, zu 
probieren, für welche Paare x, ß die Gleichung «* — 17#* = + y? erfüllt ist, und man 
findet, daß es nur die folgenden Möglichkeiten gibt: 
1 — 17.0 = 12, 
1 — 17. 11= — 42, 
24 — 17 -11= — 1, 
348 — 17 - 14 = 82, 
Daraus ergeben sich nun folgende Ausnahmelösungen: 
1+17:-M= 12, 
(2y— 2)* + 17-14 = 9%, 
14 + 17 : (2) — 2)* = 33%, 
(4V— 2)* + 17 : 38 = 498, 
und das sind, in der Bezeichnung von Nr. 1, 


D, 0’, zPı +Pp +0, t Ps zP#+t 0’, + (Ppı — Pa), + (#1 — Pe) + 0’. 


Daraus folgt nun, daß o’, p,, p, schon die ganze Gruppe der Lösungen erzeugen, und 
zwar bilden sie nach dem Hilfssatz in D V eine unabhängige Basis. Jede Lösung p läßt 
sich also eindeutig darstellen als 

p=g0' + 81Pı + SaPı 


mit ganzen g,g,, 8, und mit g mod 2. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 1. 3 
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3. 


Um die Lösungen von x* + 17y* = z? in rationalen Zahlen zu bestimmen, haben 
wir die Lösungen p zu suchen, die mit ihren konjugiert-komplexen p übereinstimmen 
(vgl. DVI). Nun ist ; 

u 2 ce 


o=0, 0 =0, ı=—-u R=—P 
und somit 
p = go’ — gıPı — Baba- 

Aus p = p folgt also g, = 8, = 0; das heißt, x* + 17y* = z? hat nur die beiden rationalen 
Lösungen mit y = 0, und daraus folgt nach D V, Satz 8, daß von den Gleichungen (1) 
nur die beiden ersten und von (2) nur die erste und die sechste lösbar sind. Nach D II 
ergibt sich jetzt auch noch leicht, daß x? — 68,* = z? nur die beiden rationalen Lösungen 
mit y = 0 besitzt, womit alle in der Einleitung aufgestellten Behauptungen bewiesen 
sind. 


Eingegangen 16. September 1940. 











Über separable, 
insbesondere kompakte separable Gruppen. 


Mit einer Anwendung auf die Galoissche Theorie. 


Von Wolfgang Krull in Bonn. 


Die vorliegende Arbeit knüpft unmittelbar an eine vor kurzem an gleicher Stelle 
erschienene, in Zukunft kurz mit K. zitierte Note an!). In K. habe ich, ausgehend von 
älteren Untersuchungen von Prüfer und Pietrkowski?) den Begriff der (abgeschlossenen, 
primären) separablen Gruppe?) eingeführt und notwendige und hinreichende Bedin- 
gungen für die direkte Summenzerlegung einer separablen Gruppe in endlich oder un- 
endlich viele zyklische Summanden angegeben. Der Beweis des in K. aufgestellten Zer- 
legungssatzes bildet das Kernstück der neuen Arbeit ($6—$8). Dabei erwies es sich 
allerdings als notwendig, zunächst den Aufbau der Theorie der separablen Gruppen in 
aller Kürze von Grund auf neu durchzuführen ($1, 2,5). Denn gerade an den entschei- 
denden Stellen war ein einfacher Rückgriff auf die Ergebnisse von Prüfer und Pietr- 
kowski ausgeschlossen ®). 

Darüber hinaus erschien es mir zweckmäßig, die Definition der separablen Gruppen 
genauer zu analysieren, die einfachen topologischen und bewertungstheoretischen Ge- 
sichtspunkte, die zu ihrer Aufstellung führen, deutlich zu machen, und vor allem zu 
zeigen, daß man auch von an sich naheliegenden Verallgemeinerungen immer wieder 
auf die ursprüngliche, unmittelbar an Prüfer anknüpfende Fassung des Begriffs zurück- 
kommt ($3, 4). 

Wesentlich über das bereits in K. aufgestellte Programm hinaus führen die Unter- 
suchungen von $9, 10, 11. In der Menge aller separablen Gruppen sind die im Sinne der 
Topologie kompakten dadurch ausgezeichnet, daß sie nur Elemente endlicher Höhe®) 
enthalten. Bei einer kompakten separablen Gruppe A kann man nicht nur die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für zyklische direkte Zerlegbarkeit in äußerst 
einfacher Weise herleiten; man kann darüber hinaus zu A mit Hilfe einer wohlgeordneten 
Obergruppenkette (0) = &,<®,<:-:<®,<-:-<®,. (r* Ordnungszahl der ersten 
oder zweiten Zahlklasse) ein Zahlinvariantensystem n, (a < *,i=1,2,...), n„ bilden, 
das der Art seiner Definition nach gewissermaßen als Gegenstück desjenigen Invarianten- 


ı) W. Krull, Über separable, abgeschlossene Abelsche Gruppen, J. f. Math. 182 (1940), 8. 235—241. 

®) H. Prüfer, [1] Theorie der Abelschen Gruppen I, Math. Zeitschrift 20 (1924), S. 166—187; [2] Theorie 
der Abelschen Gruppen II, Math. Zeitschrift 22 (1925), S. 222—249. St. Pietrkowski, Theorie der unendlichen Abel- 
schen Gruppen, Math. Annalen 104 (1931), S. 535—569. 

3) Ausführliche Definition dieses Begriffes in $ 1 und $3. Wir gebrauchen die Bezeichnung separable Gruppe 
als Abkürzung für die an sich deutlichere, in K. benutzte Bezeichnung separable, abgeschlossene Gruppe. 

4) Vgl. hierzu die Anm.) und ®!) in $2, sowie Anm.) in $51 

5) Zur Definition der Höhe eines Gruppenelements vgl. Anm. *)! 

3* 
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systems anzusehen ist, durch das sich nach Ulm®) eine abzählbare Torsionsgruppe (d.h. 
eine abzählbare Abelsche Gruppe ohne Elemente unendlicher Ordnung) bis auf Isomorphie 
eindeutig festlegen läßt. 

In der Tat handelt es sich hier nicht nur um eine äußere Analogie, sondern um einen 
inneren Zusammenhang. Man beweist leicht durch eine elementare Verifikation, daß 
die kompakten separablen Gruppen nichts anderes sind als die Charakterengruppen der 
abzählbaren Torsionsgruppen und daß die einer kompakten separablen Gruppe A 
zugeordnete Obergruppenkette ®, im Sinne der Dualitätstheorie Pontrjagins?) gerade 
analog ist derjenigen Untergruppenkette, mit deren Hilfe man bei einer abzählbaren 
Torsionsgruppe das zugehörige Invariantensystem bestimmt.. Mit dieser Feststellung, 
die sich nicht auf tieferliegende topologische Überlegungen, sondern auf einen seiner Art 
nach algebraischen (matrizentheoretischen) Hilfssatz von Alexander?) stützt, ist be- 
wiesen, daß eine kompakte separable Gruppe A durch ihr Invariantensystem n,;, N. bis 
auf Isomorphie eindeutig festgelegt ist; die Menge aller kompakten separablen Gruppen 
läßt sich also vollständig überblicken. 

Man könnte die Bedeutung des gewonnenen Resultats einfach in dem indirekten 
Nachweis sehen, daß die kompakten separablen Gruppen identisch sind mit den null- 
dimensionalen kompakten topologischen Gruppen, von welch letzteren schon Pontrjagin ?) 
gezeigt hat, daß sie die Charakterengruppen der abzählbaren Torsionsgruppen darstellen. 
Doch würde eine solche Auffassung meines Erachtens der wirklichen Sachlage nicht 
gerecht. Wesentlich ist zunächst die Tatsache, daß erst die Einführung des Begriffs 
der separablen Gruppe zu der Entwicklung geeigneter algebraischer Untersuchungs- 
methoden führt, die aus dem bloßen Begriff der nulldimensionalen kompakten topolo- 
gischen Gruppe heraus nicht hätten entwickelt werden können. Erst im Rahmen der 
allgemeinen Theorie der separabien Gruppen kommen wir ohne Rückgriff auf die duale 
Beziehung zu den abzählbaren Torsionsgruppen zu einer selbständigen Aufstellung des 
Invariantensystems einer nulldimensionalen kompakten Gruppe und damit zu einem 
tieferen Einblick in die algebraische Bedeutung dieses Systems®). — Auf der anderen 
Seite ist es eine wohlbekannte Tatsache, daß die Galoissche Gruppe eines abz“hlbar un- 
endlichen Abelschen Zahlkörpers N über einem beliebigen Grundkörper & stets eine 
kompakte separable Gruppe darstellt!°). Die Aufklärung der Struktur der kompakten 
separablen Gruppen führt also unmittelbar zu einem erschöpfenden Überblick über die 
Menge der möglichen Galoisschen Gruppen eines abzählbar unendlichen Abelschen Normal- 
körpers. Mit dieser Feststellung ist eine mittelbare Anwendungsmöglichkeit des Ulm- 
schen Hauptsatzes der abzählbaren Torsionsgruppen entde.kt, die solange außerhalb 
des Gesichtskreises lag, wie man das dualistische Gegenstück der abzählbaren Torsions- 
gruppen vorwiegend vom Standpunkt der Topologie aus untersuchte. 


®) H. Ulm, Zur Theorie der abzählbar-unendlichen Abelschen Gruppen, Math. Annalen 107 (1933), S. 774—803. 

?) L. Pontrjagin, The theory of topological commutative groups, Annals of Mathematics (2) 85 (1934), S.361 
bis 388. 

8) J. W. Alexander, On the characters of diserete Abelian groups, Annals of Mathematics (2) 85 (1934), S. 389 
bis 396. 
9) Bei dem Beweis, daß das gefundene Invariantensystem zur eindeutigen Festlegung einer kompakten sepa- 
rablen Gruppe ausreicht, stützen wir uns allerdings auf die Pontrjaginsche Dualitätstheorie. Indessen scheint es 
mir auch da nicht ausgeschlossen, von unserem arithmetischen Standpunkt aus einen selbständigen, von der Bezug- 
nahme auf die abzählbaren Torsionsgruppen freien Beweis zu gewinnen; ich halte sogar die Aufsuchung eines der- 
artigen Beweises für eine der lohnendsten Aufgaben beim weiteren Ausbau der Theorie der separablen Gruppen. 

10) Folgt mühelos aus der allgemeinen Galoisschen Theorie der unendlichen Normalkörper (W. Krull, Math. 
Annalen 100 (1928)). — Ein abzählbar unendlicher Körper über $ ist natürlichein Körper, der aus 8 durch Adjunktion 
von abzählbar unendlich vielen Elementen entsteht; $ selbst darf eine Elementenmenge von beliebiger Mächtig- 


keit darstellen, 
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Die auf dem angegebenen Zusammenhang beruhenden körpertheoretischen Sätze 
werden in $42 kurz formuliert. Gleichzeitig wird die Frage untersucht, ob sich jede 
kompakte separable Gruppe A als Galoissche Gruppe, und zwar speziell im Bereich der 
algebraischen Zahlkörper, realisieren läßt. Das Ergebnis lautet: Bei beliebig vorgegebenem 
A kann man stets zwei absolut, d. h. über dem Körper $, der rationalen Zahlen Abelsche 
Körper N, 8 so bestimmen, daß die Gruppe F(R: 8) von N über 8 zu A isomorph wird. 
— Wählt man allerdings als Grundkörper 8 den Körper $, selbst oder eine endliche 
Abelsche Erweiterung &’ von $,, so hat F(R: X) stets einen speziellen Typ; doch kann 
man auch für 8 = 8, bzw. 8 = #’ immer R so wählen, daß F(R: 8) nicht zyklisch direkt 
zerlegbar wird. Es besitzt also sogar der Körper der rationalen Zahlen Abelsche Oberkörper, 
die sich nicht als direktes Produkt von (endlich oder unendlich vielen) zyklischen Faktoren '') 
darstellen lassen. 


& 1. Grundbegriffe. 


Betrachtet werden additiv geschriebene Abelsche Gruppen, die die Eigenschaft 
besitzen, gleichzeitig mit einem Element & stets auch das (eindeutig definierte) Produkt 
q:%& von & mit einer beliebigen ganzen p-adischen Zahl g zu enthalten (Beschränkung 
auf primäre zur Primzahl p gehörige Abelsche Gruppen)'?),. Die Gruppe A heißt 
U-Gruppe, wenn sie der Minimalbedingung genügt, d.h. wenn jede echte Untergruppen- 
kette A>A,>A,>::-- nur endlich viele Glieder besitzt. Die Gruppe Z wird einrangig 
oder zyklisch genannt, wenn in Z von zwei beliebigen Elementen Z/,, Z, stets mindestens 
eines ein ganzes p-adisches Vielfaches des andern darstellt. Die Gruppe Z ist dann und 
nur dann zyklisch, wenn sie isomorph ist entweder a) zum Ring R, aller ganzen p-adischen 
Zahlen oder b) zum Körper $, aller rationalen p-adischen Zahlen oder c) zu einem Rest- 
klassenring R,/(p'-R,) (r=1,2,...) oder d) zum Restklassensystem 8,/R,"). Die 
zyklischen Gruppen von den Typen c) und d) sind U-Gruppen, die von den Typen a) 
und b) dagegen nicht. Die Gruppen vom Typus c) sind die gewöhnlichen endlichen 
zyklischen Gruppen. Eine Gruppe Z vom Typus d), also vom Typus 8,/R,, ist gekenn- 
zeichnet durch die Existenz eines unendlichen Erzeugendensystems n,, 72, - .. mit 
den Relationen p- ,=0, p ,= m‘ (i=2,3,...).. Nach Prüfer gilt der Satz: 
Die Gruppe A ist dann und nur dann eine U-Gruppe, wenn sie als direkte Summe von end- 
lich vielen zyklischen Gruppen dargestellt werden kann. Bei einer beliebigen Gruppe A 
heißt nach Prüfer die Untergruppe B eine „große Untergruppe‘‘ von A, wenn die Rest- 
klassengruppe A/B eine U-Gruppe ist. Die Summe und der Durchschnitt zweier. großer 
Untergruppen sind stets selbst wieder große Untergruppen. Ist B eine große Unter- 
gruppe von A, T eine solche von B, so ist T auch große Untergruppe von A. 


11) Dabei ist der Begriff des zyklischen Körpers so weit gefaßt wie möglich, vgl. die einschlägige Definition 
in $12. 

12) Vgl. K., Anm. ®), S.236. Unsere Beschränkung bedeutet keine wesentliche Beeinträchtigung der Allgemein- 
heit, da im Bereich der uns im folgenden allein interessierenden separablen Gruppen nach Prüfer?) [2], $ 7 und Pietr- 
kowski?), $3 jede Gruppe eindeutig als direkter Durchschnitt bzw. direkte Summe von endlich oder unendlich vielen, 
zu verschiedenen Primzahlen gehörigen primären Gruppen dargestellt werden kann. — Bei einer primären Gruppe 
ohne Elemente unendlicher Ordnung, insbesondere bei einer U-Gruppe im Sinne des Textes, ist die Einführung der 
p-adischen Multiplikatoren überflüssig, da bei jeder derartigen Gruppe ein beliebiges Produkt g-& mit ganzem 
p-adischem q stets einem Produkte n - x mit ganzem rationalen n gleich ist; eine Gruppe ohne Elemente unendlicher 
Ordnung ist dann und nur dann primär, wenn die Ordnung jedes einzelnen Gruppenelementes eine Potenz von p 
darstellt. 

13) Dabei sind die angegebenen Ringe und Restklassensysteme natürlich als additive Abelsche Gruppen auf- 
zufassen! 

4) Vgl. zu diesen und den folgenden Gruppensätzen Prüfer?) [1], $ 11, 12. — Eine nicht primäre U-Gruppe 
ist stets die direkte Summe von endlich vielen, zu verschiedenen Primzahlen gehörigen primären U-Gruppen. 
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Die Gruppe A heißt separabel abgeschlossen oder kurz separabel, wenn es in A= A, 
eine (endliche oder unendliche) Untergruppenkette A,, A,,... gibt, die den folgenden 
Bedingungen genügt: 1. A, ist große Untergruppe von A, , (i=1,2,...). 2. Der 
Durchschnitt aller A; ist gleich der Nullgruppe. 3. Ein Kongruenzensystem x = a,(A,) 
((=1,2,...), das für jedes i der Verträglichkeitsbedingung &;;, = &,(A,) genügt, be- 
sitzt in A stets eine (wegen 2. eindeutig bestimmte) Lösung &'°). 

Die A, bilden, wie wir sagen wollen, eine charakteristische Kette von A. — Ist 
neben der charakteristischen Kette A, > A, > A, > - - - eine zweite Kette B, > B,> B, > --- 
von großen Untergruppen von A vorgelegt mit der Eigenschaft, daß jede Gruppe A, in 
einer geeigneten Gruppe B, enthalten ist und umgekehrt, so ist jedes verträgliche Kon- 
gruenzensystem x = «,(A,) gleichwertig mit einem verträglichen Kongruenzensystem 
x = ß,(B,), und wir können der Untersuchung von A an Stelle der Kette A,, A,... 
ebensogut die Kette B,, B,,... zugrundelegen. Die Ketten A,, A,... und B,, B,... 
werden dementsprechend zweckmäßig als gleichwertige charakteristische Ketten von A 
bezeichnet. Im folgenden denken wir uns bei der Behandlung einer gegebenen separabel 
abgeschlossenen Gruppe A immer eine feste charakteristische Kette A,, A,,... aus- 
gezeichnet !®). 


Definieren wir den Betrag |«a| eines A-Elements & durch die Festsetzung 
la]l=e, falls « in A, aber nicht in A,_,"”), 


so gilt allgemein die Ungleichung |x| + |ß | = max (| «|, | |), und man kann die 
für die Abgeschlossenheit von A charakteristische Eigenschaft 3 folgendermaßen um- 
formulieren: 


3’. Eine unendliche Folge &,, &, &, ..... (unendliche Summe , + +%+::), 
die der Grenzbedingung lim | x; — &;,, | = 0 (lim | «, | = 0) genügt, besitzt in A stets 
einen durch die Gleichung lim |&—,|=0 (imja— (1 +::-+a)|=0) ein- 


1>» 18 
deutig gekennzeichneten Grenzwert «. 
Wir legen uns weiterhin nicht einseitig fest und arbeiten je nach Bequemlichkeit 
bald mit konvergenten Folgen und Summen, bald mit verträglichen Kongruenzen- 
systemen. 


$& 2. Unter- und Restklassengruppen. Gruppenketten- und Basissätze. 


Es sei A = A,eine feste separable Gruppe mit der charakteristischen Kette A,, A,.... 
Eine Untergruppe B heißt (in A) abgeschlossen, wenn sie gleichzeitig mit einer kon- 
vergenten Folge &,, &%,... stets auch deren Grenzwert enthält. Eine abgeschlossene 
Untergruppe B der separablen Gruppe A ist stets selbst separabel; eine charakteristische 
Kette von B bilden z.B. die Gruppen B=A,n \(i=1,2,...). Die kleinste abge- 
schlossene Untergruppe von A, die ein bestimmtes E’ement $ enthält, besteht, wie mühe- 
los einzusehen, aus allen ganzen p-adischen Vielfachen g : $ von ß. 


18) Im nichtprimären Fall lautet die Definition der separablen Gruppen genau so wie im primären; vgl. $ 4. 

16) Nach Pietrkowski?), $ 10 gibt es Beispiele dafür, daß zwei nichtgleichwertige, im S inne unsrer Definition 
charakteristische Ketten A, <A, <---undB,<B, <--- existieren, daß also A auf zwei wesentlich verschiedene 
Weisen als separable Gruppe aufgefaßt („topologisiert“) werden kann. Durch Auszeichnung einer festen charak- 
teristischen Kette legen wir uns im Text ein für allemal auf eine bestimmte Topologisierung fest. 

17) Der Betrag des in allen A, enthaltenen Nullelementes 0 ist offenbar gleich der Zahl 0 zu setzen. In Zu- 
-kunft heben wir in ähnlichen Fällen die triviale Ausnah mestellung des Nullelements nicht besonders hervor, 
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Eine große Untergruppe B von A, die eine der Gruppen A, enthält, ist offenbar 
stets abgeschlossen. Es gilt aber auch die Umkehrung: Ist B eine beliebige abgeschlossene 
große Untergruppe von A, so sind fast alle A, Untergruppen von B"*). 

In der Tat, da A/B eine U-Gruppe darstellt, muß von einem gewissen n an 
A,ı + B=Ast+tB=A,,;+B=-:- werden. Ist nun y beliebig aus A,,,, 80 
haben wir ein Gleichungssystem y=,+ß, i=n+A,n+2,...,<A,ß,<B). 
Wegen lim | «,| = 0 konvergiert dabei die Folge &,;1, %;»,-.. gegen 0, die Folge 
Barı Burg, - -. gegen y, und wegen der Abgeschlossenheit von B muß y in B liegen. — 
Durch ähnliche, etwas umständlichere Überlegungen beweist man den grundlegenden 

Satz 1. Es sei BB>B,>B,;,>-:- eine Folge abgeschlossener Untergruppen von A, 
bei der der Durchschnitt AB, aller B, gleich der Nullgruppe wird. Dann liegen für jedes i 
fast alle B, in A,'?). 

Zum Beweis bilden wir die Gruppenketien (A, + B,)/A,, (A; + B,)/A,, (A; + B,)/A,, 
((=1,2,...) und bestimmen die Zahlen nn, <n, <n;, <:-:-:- so, daß 

(A, + Bu); = (A; + Bur)/A; = (A; + Bu4)/A; = 

wird (i=141,2,.... Es sei nun «a, eine beliebige Restklasse aus (A, + B,)/A.- 

Wegen A, u und (A, + B„)/A, = (A, + B,)/A, gibt es eine ganz in a, enthaltene 
Restklasse x, aus (A, + B,)/A,. Ebenso muß wegen A, >A, und (A, + B,„)/A, = (A, 
+ B,)/A, eine ganz in x, enthaltene Restklasse x, aus (A, + B,)/A, existieren usw. 
Wir gewinnen so eine Restklassenfolge x, > % > %,, ..., entnehmen jeder Restklasse x, ein 
zu B, gehöriges Element ß,; und bilden die Summe 8, + (&»—Pı) + (fa —B)+t':,, 
die wegen ß, — ß;_, <A,_, gegen einen zu &, gehörigen Grenzwert # konvergiert. Wegen 

ß u B, + (Barı Bar ß,) + (Bu+s een Pa+1) u Ba <B, (= 1, 2, . ) 
liegt $ in den sämtlichen Gruppen B,, d.h.esist $=0,.,=0, und da a, eine 
beliebige Restklasse aus (A, + B,)/A, bedeutete, muß B,, Z A, sein. In genau derselben 
Weise beweist man B,ZA,(i=2,3, ...). 

Verstehen wir unter dem Betrag | B| der Gruppe B das Maximum der Beträge 
der zu B gehörigen Elemente f, so können wir den Satz 1 auch folgendermaßen fassen. 

Satz 1’. Bei einer Kette BB>B,>--- von abgeschlossenen Untergruppen von A 
folgt aus AB, = (0) stets lim IB|=0. 

Für Ketten von großen Untergruppen ergibt sich aus Satz 1 und den unmittelbar 
vorangehenden Bemerkungen: 

Eine Kette BB>B,>B, >: : von abgeschlossenen großen RER bildet dann 
und nur dann eine charakteristische Kette von A, wenn der Durchschnitt aller B, gleich der 
Nullgruppe ist. 

Ist B eine beliebige abgeschlossene Untergruppe von A, so ist die Restklassen- 
gruppe A/B = A eine separable Gruppe mit der charakteristischen Kette (A, + B)/B = Ä 
(A, + B/B=A,...?%. Eine Folge a,, %,... aus A konvergiert dann und nur dann, 
wenn man aus jeder Klasse «,; ein Element x; so auswählen kann, daß die Folge ai I EE 
in A gegen einen Grenzwert & konvergiert; dabei wird der Gnnbwert VON Ay, &y - 
in A stets gleich der durch & repräsentierten Restklasse x. Ist T eine abgeschlossene 
Obergruppe von B in A, so ist T = T/B eine abgeschlossene Untergruppe von A; ist um- 


sekehrt T irgendeine abgeschlossene Untergruppe von A, so bilden die sämtlichen 





18) Hieraus und aus der Tatsache, daß eine große Untergruppe von A höchstens abzählbar unendlich viele 
_Obergruppen besitzt, folgt sofort, daß in A höchstens abzählbar unendlich viele abgeschlossene große Untergruppen 
existieren. 

19) Dieser für die ganze Theorie entscheidende Satz findet sich in den grundsätzlich ohne jede Abzählbarkeite- 
voraussetzung arbeitenden Untersuchungen von Prüfer und Pietrkowski überhaupt nicht. 

20) Vgl. bei Pietrkowski®), Satz 5, sowie den völlig gleichwertigen Satz 4. 
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A-Elemente, die in den Restklassen von T auftreten, eine abgeschlossene Obergruppe T 
von Bin A. Die sämtlichen abgeschlossenen Untergruppen von Ä entsprechen also um- 
kehrbar eindeutig den abgeschlossenen Obergruppen von B in A. — Der Begriff der Rest- 
klassengruppe ist wesentlich für den Beweis des folgenden Theorems, das an Wichtigkeit 
Satz 1 noch übertrifft: 

Satz2. Es sei BB>B,>B,>::-:- irgendeine Kette von abgeschlossenen Unter- 
gruppen aus A. Dann hat jedes der Verträglichkeitsbedingung ß,,, = ß;(B,;) genügende 
Kongruenzensystem x= ß,(B,) (i=1,2,...) in A mindestens eine Lösung"). 

In der Tat, gleichzeitig mit den einzelnen B, ist auch der Durchschnitt AB, = B 
abgeschlossen. Setzen wir A=Aj/B, B, = B;/B, und verstehen wir unter ß, die durch 
ß, repräsentierte Restklasse aus A, so ist der Durchschnitt der in A abgeschlossenen 
Gruppen B,; gleich der Nullgruppe, und es ist die Lösbarkeit des verträglichen Kon- 
gruenzensystems x = ß,(B,) in A völlig gleichwertig mit der Lösbarkeit des ursprüng- 
lich gegebenen Systems & = ß,(B;) in A. — Anders ausgedrückt: Wir dürfen uns beim 
Beweise von Satz 2 auf den Fall AB, = (0) beschränken. Setzen wir unter dieser Voraus- 
setzung A*= A, + B,, so bilden die A, wie leicht aus Satz 1 zu schließen, eine charak- 
teristische Kette von A, und aus B,ZAf folgt sofort, daß das Kongruenzensystem 
& = ß,(AF) verträglich ist, also eineLösung x = ß besitzt. Es sei nun i beliebig, aber 
fest; dann haben wir $ = ß;(AP}), ß= B;,.(A},..), Br = BB) (k=1,2,...). Daraus 
folgt $— B,=0 (AR, +B)(k=1,2,...); d.h. aber, es gibt in B, eine gegen ß— ß; 
konvergierende Elementfolge, es ist also 8 = ß,(B,) (i=1,2,...). 

Zum Schluß des Paragraphen einige einfache Basisbetrachtungen! 

Die endlich oder abzählbar unendlich vielen Elemente &,, &,... heißen ein Er- 
zeugendensystem oder eine Basis von A, und wir schreiben A = (x,, %,, . . .), wenn A aus 
allen endlichen oder konvergent-unendlichen Summen der Form q,’% +9 '%+''- 
(g, p-adisch ganz) besteht. 

Jede separable Gruppe A besitzt eine höchstens abzählbare Basis, A = (&, &, - - .)- 

Es sei nämlich A=A,>A,>A,>: eine charakteristische Kette von A, und es 
seien, was wegen der Endlichkeit oder Abzählbarkeit der Gruppen A,_,‚/A;(i=1,2,...) 
stets möglich ist, für jedes i die höchstens abzählbar unendlich vielen A,_,‚-Elemente 


Ki ig». 80 bestimmt, daß für jedes A, ‚Element £ eine Kongruenz 
E=g%, +9'%,+t + 9m‘ %r,(A:) gilt. Dann bilden die höchstens abzähl- 
bar unendlich vielen Elemente «,, (,k =1,2,...) offenbar eine Basis von A. — Sind 
die Gruppen A, _,/A, alle endlich (Fall einer kompakten separablen Gruppe, vgl. $9), so 
führt unsere Konstruktion zu einer Basis (&,, %, . . .), bei der lim | «, | = 0 ist, so daß jede 
formale Summe 9, ’&% + 9g3°a, + --- konvergiert und damit ein Element von A dar- 


stellt; ist dagegen auch nur eine der Gruppen A,_,/A, unendlich, so besitzt A keine der- 
artig ausgezeichnete Basis. — Eine wichtige Ergänzung des Satzes von der Basisexistenz 
bildet die folgende Bemerkung: : 

Es sei M eine beliebige Menge von abgeschlossenen Untergruppen ®, der separablen 
Gruppe A, die gleichzeitig mit endlich vielen Gruppen stets auch deren Summe enthält, 
© sei die kleinste abgeschlossene gemeinsame Obergruppe aller ®,; dann besitzt ® stets 
eine Basis (%,, &g, .....), deren sämtliche Elemente den Gruppen ®, entnommen sind. 

21) Bei Prüfer, der nicht von einer axiomatisch charakterisierten separablen Gruppe A ausgeht, sondern zu 
einer gegebenen gewöhnlichen Gruppe A eine abgeschlossene Hülle A* konstruiert, folgt die Gültigkeit von Satz 2 
für A* fast unmittelbar aus der Art der Konstruktion. Für die Gültigkeit von Satz 2 bei einer beliebigen separablen 
Gruppe besagen die Prüferschen Ergebnisse garnichts. — Bei Pietrkowski wird Satz 2 zwar ausführlich formuliert 
(8. 544, Satz 7), aber fälschlicherweise für eine unmittelbare Folge des in 2°) erwähnten Satzes 4 erklärt. Tatsächlich 
dürfte ein wirklich einwandfreier Beweis von Satz 2 für beliebige nichtseparable, abgeschlossene Gruppen keines- 
wegs einfach sein. 
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Die Richtigkeit der Behauptung folgt mühelos aus der Tatsache, daß für jede ab- 
geschlossene große Untergruppe B von A und jedes beliebige ®-Element £ endlich viele 
Elemente g,, . . ., 9„ aus den Gruppen ®, so bestimmbar sind, daß £=g,+:--+9,(B)wird. 

Unter einer wohlgeordneten Obergruppenkette ®&, <®,<---<®,<:--- aus der 
separablen Gruppe A verstehen wir eine wohlgeordnete Kette von abgeschlossenen 
Untergruppen ®, von A, bei der für eine Nichtlimeszahl o stets ®, eine echte Ober- 
gruppe von ®,_, darstellt, während für eine Limeszahl o stets ®, gleich der kleinsten 
abgeschlossenen gemeinsamen Obergruppe aller ® (o < 0) wird. 

Transfinite Maximalbedingung. Eine wohlgeordnete Obergruppenkette 

®,<d,<:::<d,<--: 
aus der separablen Gruppe A besitzt immer höchstens abzählbar unendlich viele Glieder. 

In der Tat, wäre die Behauptung falsch, so gäbe es in A insbesondere eine Kette 
®%,<d,<..:<0,<-::<®,, wobei », die Anfangszahl der dritten Zahlklasse ??) be- 
deutet. Es sei nun (x,, %,....) eine abzählbare Basis von ®,, bei der jedes a, einer der 
Gruppen ®, (os < ®,) entnommen ist. ®,, sei die kleinste Gruppe in der Reihe der ®,, 
die die Elemente &,, &,, . . ., &; enthält, r bedeute die obere Grenze der Ordnungszahlen 
o,(£=1,2,...).. Dann ist einerseits 7 < w,, andrerseits muß ®&, =®, werden; die 
Annahme, die transfinite Maximalbedingung sei falsch, führt also zu einem Widerspruch. 
— Die transfinite Maximalbedingung stellt offenbar, auch in der Art ihrer Herleitung 
aus einem Basissatz, ein Gegenstück zu der gewöhnlichen Maximalbedingung (dem 
Noetherschen Teilerkettensatz) dar, der sie aber an Bedeutung bei weitem nicht gleich- 
kommt. Wir werden auf die transfinite Maximalbedingung erst in $ 9 zurückzugreifen 
haben. 


$ 3. Separable Gruppen im weiteren Sinne ?°). 


Die in $1 aufgestellte, für die unmittelbare Anwendung bestimmte Definition der 
separablen Gruppen scheint auf den ersten Blick nicht eben nahezuliegen. Klarer wird 
die eigentliche Bedeutung der separablen Gruppen, wenn wir an topologische Begriffs- 
bildungen anknüpfen. Eine separable Gruppe ist dadurch gekennzeichnet, daß sie hin- 
sichtlich eines abzählbaren, aus großen Untergruppen und ihren Nebenscharen bestehen- 
den Umgebungssystems einen topologischen Raum im Hausdorffschen Sinne bildet; die 
grundlegende Eigenschaft 3 bzw. 3’ besagt einfach, daß in dem betreffenden Raum, 
der sich als metrisierbar erweist, jede Gauchy-konvergente Folge (Fundamentalfolge) 
einen Grenzwert besitzt (Abgeschlossenheitseigenschaft *), analog der Perfektheit eines 
bewerteten Körpers). Wesentlich sind also zunächst die folgenden Punkte: Abzählbares 
Umgebungssystem (Separabilität); Abgeschlossenheitsdefinition nach dem Vorbild der 
Bewertungstheorie?5); Untergruppen und ihre Nebenscharen als Umgebungen. — Was 
ferner die in der Gruppe A ausgezeichneten Umgebungsuntergruppen ® angeht, so er- 
scheint es fast selbstverständlich, daß die zugehörigen Restklassengruppen A/® einen 
einfachen, unmittelbar zu übersehenden Typus besitzen müssen. Diese Überlegung 


22) Also die kleinste Ordnungszahl mit der Eigenschaft, daß die Menge aller kleineren Ordnungszahlen nicht- 
abzählbar ist. 

2) $3 und $ 4 enthalten eine in sich abgeschlossene Untersuchungsreihe, auf die später nicht mehr zurück- 
gegriffen wird. Zur Axiomatik der topologischen Gruppen vgl. z. B.: R. Baer, Zur Topologie der Gruppen, J. f. Math. 
160 (1929), S. 208—226; D. v. Dantzig, Zur topologischen Algebra. I. Komplettierungstheorie, Math. Annalen 107 
(1932), S. 587—626. 

24) v. Dantzig bezeichnet Gruppen mit der fraglichen Eigenschaft als komplett. 

%) Das Vorbild der Bewertungstheorie bzw. der Henselschen Theorie der p-adischen Zahlen ist besonders 
deutlich bei Prüfer. — Man beachte, daß die Abgeschlossenheit in unserem Sinne weder die Kompaktheit noch die 
Bikompaktheit im Großen oder im Kleinen nach sich zieht. 
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führt zwanglos zu der Forderung, daß für jede Umgebungsuntergruppe ® ausnahmslos 
A/® eine direkte Summe von endlich vielen zyklischen Gruppen sein soll. Dagegen scheint 
es nicht von vornherein selbstverständlich, daß für die Restklassengruppen A/® darüber 
hinaus wie in $1 die Minimalbedingung gefordert werden muß. Es liegt daher nahe, den 
in $1 eingeführten Begriff der separablen Gruppe (separablen Gruppe im engeren Sinne) 
folgendermaßen zu verallgemeinern: 

Die Gruppe A möge separabel im weiteren Sinne heißen, wenn eine charakteristische 
Kette A = A,>A,>A,> :-- existiert, bei der 1. jede Restklassengruppe A,_,/A; (i = 1, 2....) 
die direkte Summe von endlich vielen zyklischen Gruppen darstellt, 2. der Durchschnitt 
aller A, gleich der Nullgruppe wird und 3. jedes verträgliche Kongruenzensystem x = «,(A,) 
(=1,2,...) in A lösbar ist. 

Die Bedingung 1. kann dabei noch durch die scheinbar schärfere Bedingung 1*. 
ersetzt werden, daß jede der Gruppen A,_,/A, zyklisch sein soll. Denn zu jeder den Be- 
. dingungen 41., 2., 3. genügenden Kette A=A,>A,>A,>::- kann man durch alleiniges 
Einschalten geeigneter Zwischengruppen eine neue Kette A= A$>AF>A$>-- - bilden, 
die ihrerseits den Bedingungen 1*., 2., 3. genügt. — Wir behaupten nun: 


Satz 3. Jede im weiteren Sinne separable Gruppe A ist auch im engeren Sinne von 
$ 1 separabel. 

Dem Beweis legen wir eine charakteristische Kette A=A,>A,>A,>::- zu- 
grunde, bei der die A,_,/A, alle zyklisch sind. Wir zeigen zunächst: Man kann eine end- 
liche oder abzählbare Folge z,, ,, . .. von A-Elementen und eine nichtabnehmende Folge 
s| SS, S -- - von ganzen positiven Zahlen so bestimmen, daß die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: a) Für jedes n gehören alle x, (i> s,) zu A,, während x,,... ;,,, modulo 
A, linear unabhängig sind, während also aus Z m, 7; = 0A,) stetsm, = =m,, = 0 
folgt. b) Setzt man B,=A,+ (p"-n,,...,p"7,), so enthalten die Gruppen A/B, 
(n=1,2,...) alle nur Elemente endlicher Ordnung. 

Beweis durch schrittweise Konstruktion! Angenommen, es seien s,,...,s, und 
Ay, ...,7,, bereits in der gewünschten Weise bestimmt. Ist dann A,/A,,, eine zyklische 
U-Gruppe, so setze man s,,, = s,; ist aber A,/A, ., eine zyklische Gruppe vom Typus 
R, oder 8, (vgl. $1), so setze man s,,, = s„+ 1 und wähle für z,,,, einen beliebigen 
Repräsentanten aus einer beliebigen, von der Nullklasse verschiedenen Restklasse von 
A,/A,+1- — Die Verifikation der Tatsache, daß auf diese Weise eine Zahlenfolge s, <s,<S:-- 
und eine Elementfolgex,, 7, . .. mit den Eigenschaften a),b) entstehen, ist so einfach, daß 


sie übergangen werden darf. — Wirbeweisen jetzt Satz3in der folgenden scharfen Fassung: 


A = B, ist eine separable Gruppe im engeren Sinne mit der charakteristischen Kette 
B,>B,>B,>:--.. 

1. Daß B, = B,/B, für jedes n eine U-Gruppe darstellt, ergibt sich mühelos aus 
den folgenden Bemerkungen: B, ist eine Restklassengruppe ohne Elemente unendlich 
hoher Ordnung von A, = A,/A,;inÄ, gibt es eine Obergruppenkette 

= Och. -<,=A, 
derart, daß die Restklassengruppen T;,,/f, (i=0,1,....n—1) alle zyklisch sind. 
Eine von Elementen unendlicher Ordnung freie Restklassengruppe einer beliebigen 
zyklischen Gruppe ist stets eine zyklische U-Gruppe; sind F’ und F/F’ U-Gruppen, 
so ist auch T eine U-Gruppe. 

2. Es sei £ ein in allen B, enthaltenes Element, £< AB,?‘). Dann gilt für jedes 
feste m ein Kongruenzensystem er 


26) A bezeichnet bei uns den Gruppendurchschnitt. 
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e= pP" (mt + Re) (A) n=m,m+1,m+2,...). 
Andrerseits muß wegen der linearen Unabhängigkeit von z,,...,”,, modulo A, für 


4=1,...,5, stets p" -q, = pP" a (n=m, m+1,...) werden. Daraus folgt aber 
sofort pP" = A =1,...,5,); E=0MNA,). Aus £E< AB, ergibt sich also stets 


£< AA, = (0), d.h. es wird AB, = (0). 
3. Es sei jetzt x = ß,(B,) ein verträgliches Kongruenzensystem nach allen B,. 


Aus der Verträglichkeitsbedingung folgt für jedes m ein Kongruenzensystem ß,,, —ß, = 0 
(B,+A,) (n=m,m-+1,...), d.h. ein Kongruenzensystem 


Fu FH | FE, Ge en a AP (A,) (n=m,m+1,m+2,...). 
Verstehen wir unter q, die ganze p-adische Zahl p"-q,, + pP" usa + P"**-guinat 


(=1,...,5,), so genügt das Element „,=ß„+4' +: +94,'%, ffen- 
bar den Kongruenzen «, = ß,;„(B,:m + A„) (n= 0,1,2,..... Für a, und «,„,, 
erhalten wir also &,;, =a,(B,,„m + A,) (n=1,2,...), und daraus folgt nach den 


unter 2. angestellten Überlegungen weiter &,., =x,„(A,) (m=1,2,...). Das Kon- 
gruenzensystem x = x,„(A,) ist also verträglich; es besitzt somit in A eine (eindeutig 
bestimmte) Lösung &, die wegen &,„ = ß,„(B,), B„ > A, gleichzeitig auch das ursprüng- 
lich gegebene, verträgliche Kongruenzensystem x = ß,„(B,,) löst. 

Nach Abschluß des Beweises von Satz 3 wenden wir uns unter Beibehaltung der 
eingeführten Bezeichnungen zur Untersuchung der Frage, was der Übergang von der 
charakteristischen Kette A,>A,>:-- zur charakteristischen Kette B,>B,>:-:-- für 
die Gruppe A bedeutet. Dabei denken wir uns die Begriffe der Kongruenz, des Grenz- 
wertes und der Gruppenabgeschlossenheit genau so definiert wie in $1 und $2, unter- 
scheiden aber durch die Vorsetzung des Buchstabens a- bzw. b-, ob sich diese Begriffe 
auf die Kette der A, oder der B, beziehen. Aus A,<B,(i=1,2,...) ergibt sich sofort: 


Eine a-konvergente Folge ist immer auch b-konvergent, und zwar ist ihr a-Grenzwert 
immer gleich ihrem b-Grenzwert. Eine b-abgeschlossene Untergruppe von A ist stets auch 
a-abgeschlossen. Dagegen wird es in A i. a. b-konvergente Folgen geben, die nicht auch 
a-konvergent sind, und es wäre an und für sich auch denkbar, daß a-abgeschlossene 
Untergruppen existieren, die nicht gleichzeitig b-abgeschlossen sind. Von größter Wich- 
tigkeit ist unter diesen Umständen 


Satz 4. Jede a-abgeschlossene Untergruppe T von A ist gleichzeitig auch b-abgeschlossen. 

Zum Beweis, bei dem wir uns wieder der Sprache der Kongruenzen bedienen, haben 
wir zu zeigen: Gibt es in T zu einem A-Element 8 eine den Kongruenzen ß,; = ß(B;) 
((=1,2,...) genügende Elementfolge ß,, ßa, - - -, so existiert für jedes feste n in T 
ein &, derart, daß &, = ß(A,) wird. — Wegen ß;,, = ß;(B;) gilt für jedes der T-Elemente 
6, =ßıı—ß;, (i=n,n+Ai,n+2,...) eine Kongruenz Öö, = I,(n) (A,), wobei 
(a) = pP (a tt + 9,7%) eine eindeutig bestimmte Linearform in #,,.. .,,, 
mit durch p‘ teilbaren ganzen p-adischen Koeffizienten bedeutet. Die Menge M aller 
l,(r) besitzt nach einem bekannten Modulsatz ?”) eine endliche Basis, man kann also in M 
endlich viele Formen 1, (r), . . -, 2„,(%) so bestimmen, daß für jedes i eine Gleichung 


l,(r) = P: "ig I,(r) mit ganzen p-adischen r,, gilt. Dabei ergibt sich noch aus der üb- 


lichen Art der Basisberechnung mühelos die Existenz einer festen ganzen positiven Zahl 
d derart, daß die ganzen p-adischen Zahlen r,,...,7;, alle durch p'“ teilbar sind 
(i=n,n +1,...). Unter diesen Umständen konvergiert aber für k=1,...,o die 


®) Vgl. B.L. v.d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl., $ 33. 








4* 
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Summe r,, + "ya + Farza +: gegen einen p-adischen Grenzwert r,. Setzen wir 
=ß,+ Er, - Ö,,, 80 genügt, wie unmittelbar aus der Definition der ö, und der /,(r) zu 
k=1 


ersehen, das T-Element x, den Kongruenzen «, = ß,;„ = ßB(B,ı„+ A,) (m =0,1, 2, ...), 
und daraus folgt nach einem beim Beweise von Satz 3 mehrfach benutzten Schlusse 
sofort &, = ß(A,). 

Satz 4 zeigt, daß der Übergang von der Kette AA>A, >: zur Kette BB>B, >: - 
bei der Untersuchung der Gruppe A keine wesentliche Änderung des Standpunktes be- 
deutet. Es bedeutet daher keine wesentliche Beeinträchtigung der Allgemeinheit, wenn 
wir uns im folgenden — abgesehen von dem ganz aus dem, Rahmen der übrigen Be- 
trachtungen fallenden $4 —, genau wie in $1 und $2 ausschließlich auf die Behandlung 
von separablen Gruppen im engeren Sinne beschränken. 


$ 4. Eine Bemerkung über nichtprimäre Gruppen. 


Bei den Beweisen der Sätze 3 und 4 in $3 war es von entscheidender Bedeutung, 
daß wir es mit primären Gruppen mit von.vornherein definierten p-adischen Multipli- 
katoren zu tun hatten. Wir untersuchen nun noch kurz, wie die Dinge bei den allgemeinen 
nichtprimären Gruppen ohne (von den ganzen rationalen Zahlen verschiedene) Opera- 
toren liegen. Eine Gruppe Z ist hier nach Prüfer (und in guter Übereinstimmung mit 
der in $1 für primäre Gruppen gegebenen Definition)?®) dann und nur dann als ein- 
rangig zu bezeichnen, wenn sie isomorph ist zu einer Additionsgruppe aus rationalen 
Zahlen oder zu einer Restklassengruppe einer solchen Additionsgruppe. Die am Anfang 
von $3 angestellten Überlegungen führen zwanglos zu den folgenden Definitionen: 

Die Gruppe A= A, soll separabel im weiteren Sinne heißen, wenn eine charakte- 
ristische Kette®) A a>A,>A,>::- existiert, bei der A,_,/A, für i=1,2,... stets die 
direkte Summe von endlich vielen einrangigen Gruppen darstellt. Sind alle A._,/A, 
U-Gruppen, so soll A als separabel im engeren Sinne bezeichnet werden. 

Jede im engeren Sinne separable Gruppe ist auch im weiteren Sinne separabel; 
denn wie im primären Fall gilt der Satz, daß jede U-Gruppe die direkte Summe von end- 
lich vielen einrangigen U-Gruppen darstellt?°). Dagegen ist die Umkehrung diesmal 
nicht mehr richtig. Es zeigt sich vielmehr — anders als im primären Fall — ein tief- 
gehender Unterschied zwischen den im engeren Sinne und den nur im weiteren Sinne 
separablen Gruppen: 

Satz 5. Der grundlegende Lösungsexistenzsatz 2 von $2 gilt nur für die im engeren 
Sinne, nicht aber für die bloß im weiteren Sinne separablen Gruppen. 

Der Beweis von Satz 5 ergibt sich aus den folgenden Bemerkungen: a) Ist A im 
engeren Sinne separabel, so läßt sich A nach Prüfer und Pietrkowski eindeutig als direkte 
Summe von endlich oder unendlich vielen zu verschiedenen Primzahlen p, gehörigen 
primären separablen Gruppen mit p,-adischem Multiplikatorenbereich darstellen. Die 
Gültigkeit von Satz 2 für die einzelnen primären Summanden zieht unmittelbar die 
Gültigkeit von Satz 2 für A selbst nach sich®'!). — b) Es sei A im weiteren Sinne separabel 

28) Vgl. Prüfer?) [1], $ 13, S.186. Man beachte, daß man offenbar in $ 1 im primären Fall die einrangigen 
Gruppen genau so hätte definieren können wie hier im nichtprimären, nur daß an Stelle des Körpers $, der rationalen 
Zahlen der Körper 8, der p-adischen Zahlen hätte gesetzt werden müssen. 

2%) Charakteristisch in dem Sinne, daß AA; = (0) wird, und daß jedes verträgliche Kongruenzensystem nach 
allen A; in A lösbar ist. ’ 

0) Vgl. Prüfer?) [1], $12. Die Richtigkeit der Behauptung folgt auch sofort aus der in Anm. '4) erwähnten 
zyklischen direkten Zerlegbarkeit jeder U-Gruppe in endlich viele primäre Summanden. 

1) Vgl. Anm.!2), Satz 2 kann übrigens für separable Gruppen im engeren Sinne auch ohne Rückgriff auf die 
direkte Zerlegung in primäre Summanden durch unmittelbare Übertragung der in $ 2 für den primären Fall ange- 
stellten Überlegungen bewiesen werden. 
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mit der charakteristischen Kette A= A ,>A,>A,>:-, und es sei etwa A, ‚/A,=Ä, 
keine U-Gruppe. Dann gibt es, wie leicht zu zeigen, in A, immer eine Untergruppenkette 
A,=Au>A,ı>Aa>::- mit der Nullgruppe als Durchschnitt und ein zugehöriges 
verträgliches Kongruenzensystem z = a,(ÄA,) ((=1,2,...), das in Ä, keine Lösung 
besitzt®2). Bezeichnen wir mit B, die aus allen in den Restklassen von A,; auftretenden 
A-Elementen bestehende Gruppe, mit x, einen beliebigen Repräsentanten von «,,, 80 
sind die B, als Obergruppen von A, sämtlich abgeschlossen, und es ist das Kongruenzen- 
system x = a,(B;) offenbar zwar verträglich, aber in A unlösbar. 

Satz 5 zeigt, daß bei den nichtprimären Abelschen Gruppen ohne Multiplikatoren 
die Einführung des Begriffs der separablen Gruppen im weiteren Sinne geradezu als un- 
zweckmäßig bezeichnet werden muß; denn die Gültigkeit des Lösungsexistenzsatzes 2 
von $2 ist für die Entwicklung der Theorie der separablen Gruppen von entscheidender 


Bedeutung. 


$ 5. Endliche und unendliche Gruppensummen. 


Daß der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Untergruppen einer abge- 
schlossenen Gruppe A stets selbst wieder abgeschlossen ist, wurde als selbstverständlich 
bereits in $2 benutzt. Wir beweisen jetzt: 

Satz 6. Sind Bund T in A abgeschlossen, so ist auch die Summe B + T abgeschlossen. 

Zum Beweise genügt es nach $2 zu zeigen, daß (B-+ T)/F in A/T abgeschlossen 
ist; dabei können und wollen wir (indem wir uns von vornherein Restklassenbildung 
nach Br T vorgenommen denken) Br T = (0) voraussetzen. Wegen der Isomorphie 
von (B-+ FT)/F und B ist dann (B + T)/F abgeschlossen mit der charakteristischen Kette 
KA; nB)+ FyFfüi=1,2,...). Mit der Kette [(A,nB) + FF ist aber in (B+ FJ/fF 
die Kette [(A;n(B+ T)) + FYF (i=1,2,...) gleichwertig. (B-+ F)/T ist also auch 
hinsichtlich dieser letzteren Kette abgeschlossen, und das war gerade die zu beweisende 
Behauptung®®). Wir betrachten nun eine unendliche Folge B,, B,, . . . von abgeschlossenen 


32) Man braucht nur den Fall einer einrangigen Gruppe zu behandeln und hat zu unterscheiden, ob A, a) zu 
einer Additionsgruppe aus rationalen Zahlen oder b) zu einer Restklassengruppe einer solchen Additionsgruppe iso- 
morph ist. Bei a) wähle man das Kongruenzensystem z = &,; (A,;) so, daß es eine nicht zum Körper derrationalen 
Zahlen gehörige ganze p-adische Zahl definiert. Im Falle b) gibt es, wie leicht aus Prüfer?) [1] zu entnehmen, wegen 
der Ungültigkeit des U-Satzes in A, für unendlich viele Primzahlen p; jeweils ein Element a; der Ordnung p;, und 
man kann leicht ein verträgliches Kongruenzensystem z=&,;(A,;) bilden, das in A; unlösbar ist, weil eine etwa 
vorhandene Lösung die Gestalt x, + &g+ --- und damit unendliche Ordnung besitzen müßte. 

3) Vgl. Pietrkowski?), $ 2, Satz 5. Bei den kompakten separablen Gruppen ist der etwas umständliche Ab- 
geschlossenheitsbeweis des Textes überflüssig. Dort folgt die Richtigkeit von Satz 6 sofort aus der Tatsache, daß 
jede konvergente Folge x, + ß}, &+ ßa, ... eine Teilfolge &;, + ß;, &,+ ßi, ... enthält, bei der die Folgen 
Knie. und ß;,ßi,... einzeln konvergieren. — Aus Satz 6 folgt insbesondere, daß die kleinste abgeschlossene 

. Gruppe, die die endlich vielen Elemente ß,, . . -, ß„ enthält, aus der Menge aller Summen g, + ß1 + +++ u Pu be- 
steht, daß also B= (ß,,:..,ß,„) wird. Mit Hilfe dieser Bemerkung beweist man leicht: 


Die linearen Gleichungen 33.24 = ß; i= 1,...,r) mit Koeffizienten o,4, B;aus der separablen Gruppe A= A, 
sind dann (und selbstverständlich a nur dann) p-adisch ganzzahlig lösbar, wenn für jedes Glied A, einer charakteri- 
stischen Kette A,, A, Aa, ... von A die Kongruenzen Zoot = ß;(A,) i=1,...,r) ganzzahlig lösbar sind. — In der 
Tat, es seien %,,.- -, 4, Unbestimmte, A,(y) bedeute die Gruppe aller Linearformen Y,Yı + +++ Yu Un (M< An): 
und es werde Iy)= B> Pay ki) Lau yı gesetzt. Dann ist A(y)= A,(y)separabelmit der charakteristischen Kette 


n 
Asly), Auly), Azly),..., und die ganzzahlige Lösbarkeit der sämtlichen Kongruenzensysteme Fa;,2; = ß;(A,) be- 
k=1 
deutet nichts anderes als die Zugehörigkeit von (y) zu der abgeschlossenen Gruppe (l,(y), - - -, Ix(y)), d. h. die p-adisch 
® 
ganzzahlige Lösbarkeit der Gleichungen Ya,.2; = ß;- 
kl 
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Gruppen und untersuchen die Frage, wann es zweckmäßig ist, von der unendlichen 
GruppensummeB, + B, + : - - zu sprechen. Offenbar dann und nur dann, wenn einer- 
seits jede formal gebildete unendliche Summe ß, + ßa + :::(ß;<B,) konvergiert und 
wenn andrerseits die Menge aller Summen ß, + fa + : : : eine abgeschlossene Gruppe 
und damit die abgeschlossene kleinste gemeinsame Obergruppe aller B; darstellt®®*). 
Auf Grund dieser Überlegung kommen wir sofort zu 

Satz 7. Die kleinste abgeschlossene Obergruppe B der abgeschlossenen Gruppen 


B,, B,-.. läßt sich dann und nur dann als unendliche Gruppensumme schreiben, 
B=B,+B,+:--, wenn die Grenzbedingung lim |B,| = 0 erfüllt ist. 


In der Tat, lim | B; | = 0 ist jedenfalls die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß die Summen ß, + ß2z +: -(ß;<B;) alle konvergieren und in ihrer Gesamt- 
heit eine Gruppe B’ bilden. Dabei ist jedenfalls B’< B, und es bleibt nur noch B’>B 
zu beweisen. Bedeutet T, die kleinste gemeinsame abgeschlossene Obergruppe von 
B.4» Br --- (Ü= 0,1,2,...; F,=B), so gilt nach Satz 3 für jedes i die Gleichung 
F,=B;+ TF,,,, außerdem folgt aus lim | B,| = 0 sofort lim | T,| = 0. Ist nun y, be- 
liebig aus I, = B, so gilt wegen T,= B, + T, eine Gleichung 9, = ßı + Yı (fı= Ba, Yı< TI); 
aus [,=T,-+ B, folgt weiter y, = ßı + Ba + Ya (Ba< Ba, Ya < T,) usw. Man erhält 
also eine Gleichungskette „= PAı+''+ß+Yy: (P„<sB„u=l..„u y<T, 
i=1,2,...), und auslim | y;| = 0;lim | ß;| = 0 ergibt sich sofort y, = Bitßet- < B B’SB. 

Bei den folgenden Untersuchungen schreiben wir $’B, für die kleinste gemein- 


same abgeschlossene Obergruppe der abgeschlossenen Gruppen B,, B,, B,, .. .; dagegen 
schreiben wir zB, nur dann, wenn im Sinne unserer Festsetzungen von der Summe der 


B, gesprochen werden darf. Ist 2 B= zB, und ist (ZB. )nB,;, = (0) für jedes i, so 


bezeichnen wir bei unendlich vielen Summanden ebenso he ‚bei endlich vielen die Summe 
der B, als direkt. In Zukunft verwenden wir das einfache Zeichen + ausschließlich zur 
Kennzeichnung der direkten Gruppensumme, während wir bei einer nicht notwendig 
direkten Gruppensumme A 4 B, B, i B, 4 B, - - - » schreiben. 


Satz 8. Es ist dann und nur dann Z’B;= B, + Ba, + B, + - - -, wenn die Gleichung 
A(,2'B,) = (0) gilt. 
Das „nur dann“ wird bei unendlich vielen Summanden genau so bewiesen wie bei 
endlich vielen®5). — Ist andrerseits A( £ 'B,) = (0), so ist wegen 
i k#i 


B.S (ZB) tz Ban n(2’Bı) 
sicher auch _ P2 B,) Er BR Kuss Tolgt nach un 2 sofort lim| P% B.| =, 


i>a k>i 
lim| B,|=0, z B, = 2B. Daß ferner -_ zZ? ‚)= (0) die Gleichungen (3 B, )nB; = (0) 


i>o» 


G=41,2.. ) nach sich zieht, ist trivial. — Satz 8 ist vor allem deshalb SER 
weil, wie durch Beispiele zu belegen ist?®), aus den abzählbar unendlich vielen Gleichungen 





%) Bei dieser Einführung der unendlichen Gruppensummen ist die Separabilitätsvoraussetzung wesentlich, 
die es gestattet, jeden Häufungspunkt & einer beliebigen Gruppe A als abgezählte unendliche Summe &, + 9 + »-- 
(;<A;i=1,2,...) darzustellen. — Prüfer und Pietrkowski, die ohne Abzählbarkeitsvoraussetzung arbeiten, 
gehen ganz anders vor als im Text. Prüfer vermeidet die Bildung einer Summe von unendlich vielen abgeschlossenen 
Gruppen überhaupt, und stützt sich ausschließlich auf den Begriff des direkten Durchschnitts. Pietrkowski führt zu- 
nächst nach Prüfer den direkten Durchschnitt ein und sucht von da aus den Begriff der unendlichen direkten Gruppen- 
summe zu gewinnen; doch sind seine Betrachtungen nicht einwandfrei (vgl. auch 7). 

3) Vgl. Prüfer®), [1], $ 6. 

”#) Es sei A= Z, + Z,+ »--, wobei Z;= («;) eine zyklische Gruppe der Ordnung p bedeuten möge, ferner 
ei = ++ :.+0, Z=(ß) (ü=1,2,...). Dann wird wegen ++ Z,=Z-+:.-+ Z, sicher 
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(2'B.) nB;= (0) (i=1,2,...) keineswegs immer E'B,= IB, folgt. Es ist daher im 
+i i i 
Rahmen unsrer Begriffsbildungen geradezu unstatthaft und auch sonst recht unzweckmäßig, 
Z'B, immer als direkte Summe von B,, B,, B,,.... zu bezeichnen, wenn nur für jedes i 
(2'B.) rB, = (0) wird. Diese Feststellung ist wichtig, weil die Definition: „A direkte 
+i 
Summe von B,B,,..., wenn A= $%’B,(0) = (ZB) nB, (i=1,2,...)* auch bei 
ı 2, 

abgeschlossenen Gruppen in der Literatur mehrfach auftritt ?”). 

Während die Gleichungen A= $B, (0) = A( 2B,) für eine direkte Summen- 

i i ki 

zerlegung von A charakteristisch sind, charakterisieren die Gleichungen (0) = Af,, 
A=2 (‚A F,) nach Prüfer eine direkte Durchschnittsdarsiellung von A®®). — Jeder direkten 

i +i 
Summenzerlegung von A entspricht eindeutig eine direkte Durchschnittsdarstellung und 
umgekehrt. 

Ist nämlich A= $3’B,, (0) = Al BD) so wird (0) = AT,„B;, = PAIR A= zZ, a Tr, 

i i + i 
für l, = BAT ist andrerseits (0) = Ar, Äs z(, & ‚». so erhält man A= zB, = ‚28, 
+i 

(0) = A(2B,) für B, = a T, Die Verifikation . dieser im Falle endlich vieler Kunpe- 

i kei +i 
nenten B; bzw. T, wohlbekannten Reziprozitätsformeln®®) ist auch bei unendlich vielen 
Komponenten so einfach, daß wir auf Einzelheiten nicht einzugehen brauchen. Eine 
kleine Überlegung erfordert dagegen der Beweis von 

Satz 9. Ist AT,=(0) und A=B, + FT, fü B= Ar, (=1,2...) so wurd 

i ‚> 

A= $B, wir haben also eine direkte Durchschnittsdarstellung von A vor uns. 

Zunächst ergibt sich aus Al; = (0) und B,< (FT, nf, nT,_,) wie bei Satz 8 
sofort lim | B; | = (0), z' B, = ZB. Ferner ist offenbar zB 7 T,, also 

io» pi 

B,n( 2B))= (AT)r(ZB) SAT, = (0). 
k+i k+i k+i i 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß die direkte Summe B,+B,+B,+:-- 
gleich A wird. Nun beweist man leicht mit Hilfe von Überlegungen, die vom 
Falle endlich vieler Summanden her geläufig sind, daß für jedes n die Glei- 
chung A=B, +B,+:::-+B,+(fF,r:::nF,) gilt; daraus folgt aber wegen 
im | FT, nT,|=(0) sofort A=B,+B, +B,+---. — Satz 9 zeigt einen 


n—>X» 


wichtigen Unterschied zwischen direkter Summe und direktem Durchschnüt. Die 
Gleichungen A=T,+ (AT) (i=1,2,...), aus denen — zusammen mit AT, = (0) — die 
+i i 


GleichungA = (2 F,) hergeleitet wurde, bilden offenbar gerade das Gegenstück zu den 
i ki 


Gleichungen (0) = B,n (zZ 'B) (i=1,2,...), aus denen, wie ein Beispiel bewies®*), 
nt 





A= =' Z;, undeswird Zn ( zw = (0), wie leicht aus den Gleichungen Eu = Z+ (11, %49,...)zuer- 


sehen. "Aber es ist A. & zZ) = eg +&,+ +++) + (0), undes wird nicht A= &Z;, weil z.B. die unendliche Summe 
% 


ßı+ Ba + - - » nicht "gebildet werden kann. — Vgl. K., Anm. 11), wo das gleiche Beispiel unter etwas anderen Gesichts- 
punkten betrachtet wurde. 

37) Vgl. z.B. Pietrkowski?), $3, Definition 3; Pontrjagin*), Appendix I, Definition 1b. Bei Pietrkowski ist 
die Verwendung der unzweckmäßigen Definition die eigentliche Ursache des in K. ausführlich analysierten Fehl- 
schlusses. Bei Pontrjagin, wo sie zu keinen Irrtümern führt, ist sie deshalb bemerkenswert, weil sie gerade an der 
Stelle geschieht, wo durch ein Beispiel die Unrichtigkeit des mit Hilfe der gleichen Definition gewonnenen Pietrkows- 
kischen Hauptsatzes nachgewiesen wird. 

3°) Vgl. Prüfer), [1] $ 6, [2] S. 232; vgl. ferner Pietrkowski®), $ 3. — An und für sich treffender, aber für den 
dauernden Gebrauch zu umständlich, wäre die Bezeichnung „direkte Durchschnittsdarstellung der Nullgruppe in A“. 
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in Verbindung mit A = &’B; keineswegs immer die A = (8 T,) entsprechende Gleichung 
i ki 
(0) = A 2B,) folgt. Es besteht also, anders als im Falle endlich vieler Summanden, 
i ki 


keine vollständige Dualität zwischen direkter Summe und direktem Durchschnitt. Der von 
Prüfer grundsätzlich bevorzugte Durchschnitt verhält sich in gewisser Hinsicht einfacher; 
gleichwohl werden wir im folgenden ausschließlich mit direkten Summen arbeiten. 

Zum Schluß eine mit den bisherigen Betrachtungen in keinem näheren Zusammen- 
hang stehende, aber für die Untersuchungen der folgenden Paragraphen wichtige Be- 
merkung! Wir wollen zwei separable Gruppen A und A’ analytisch isomorph nennen, 
wenn eine umkehrbar eindeutige Abbildung von A auf A’ existiert, die jeder abgeschlos- 
senen Untergruppe von A eine abgeschlossene Untergruppe von A’ zuordnet, und infolge- 
dessen nicht nur hinsichtlich der Bildung von endlichen, sondern auch hinsichtlich der 
von unendlichen Elementsummen einen Isomorphismus darstellt3®). (Dabei muß natür- 
lich in den beiden Gruppen A und A’ der Begriff der abgeschlossenen Untergruppe durch 
Auszeichnung je einer charakteristischen Untergruppenkette von vornherein eindeutig 
festgelegt sein.) Zwei im gewöhnlichen Sinne isomorphe zyklische Gruppen sind stets 
auch analytisch isomorph. Bei beliebigen separablen Gruppen dagegen ist es zum min- 
desten nicht selbstverständlich, daß die gewöhnliche Isomorphie immer die analytische 
nach sich zieht. Indessen gilt wenigstens: 

Satz 10. Es seien A=A,+A,+--: und A=A}+A;+:-- zwei zyklisch 
direkt zerlegte separable Gruppen. Sind dann jeweils A, und A! (i=1,2,...) analytisch 
isomorph, so sind auch A und A’ analytisch isomorph. 


(Insbesondere folgt bei zwei zyklisch direkt zerlegten Gruppn A=Z, ++ ;, 
A'=Z+Z,+:-- aus der gewöhnlichen Isomorphie von Z, und Z; (i=1,2,...) 
stets die analytische Isomorphie von A und A’.) 

Zum Beweise von Satz 10. genügt es zu zeigen, daß eine im gewöhnlichen Sinne 
isomorphe Abbildung von A auf A’ existiert, bei der einer charakteristischen Kette von 
A eine solche von A’ zugeordnet wird. Die Existenz einer derartigen Abbildung aber 
ergibt sich mühelos aus der folgenden Bemerkung: Es sei B=B,+B,-+ --- eine be- 
liebige zyklisch direkt zerlegte, separable Gruppe, und es sei B,,, B;, B;,, . ... jeweils 
eine charakteristische Kette von B, (i=1,2,.... Dann bilden die Grüppen 
A;=B,+B.,+:'-+B,;+B;ıı+ Bis + in Beine Kette von abgeschlossenen 
großen Untergruppen mit der Nullgruppe als Durchschnitt und damit eine charak- 
terisiische Kette. 


$ 6. Hilfssätze. Korrekt verknotete Gruppen. 


Wir betrachten wie bisher eine Gruppe A, die hinsichtlich einer festen charakte- 
ristischen Kette A,, A,,... abgeschlossen ist. Unter „Gruppe“ schlechtweg verstehen 
wir von jetzt ab ausschließlich eine abgeschlossene Untergruppe von A. — Die Gruppe B 
heißt nach Prüfer Servanzuntergruppe in A, wenn jedes B-Element in B genau dieselbe 
Höhe°) hat wie in A. Unter p’- A verstehen wir die Gruppe aller der A-Elemente, die 
in A mindestens die Höhe p’ besitzen (r = 0,1,2,...; pP? -A=A); entsprechend be- 
deutet p” - Adie Gruppe aller A-Elemente von der Höhe ©. Mit A") dagegen bezeichnen 
wir die Gruppe aller A-Elemente, deren Ordnung den Wert p’ nicht übersteigt. Die Ab- 


3) Die Bezeichnung „analytisch isomorph‘‘ entstammt der Bewertungstheorie; vgl. z. B. H. Hasse und F.K. 
Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Körper, J. f. Math. 170 (1933), S. 2—63. — Wo in den folgenden Para- 
graphen von der Isomorphie separabler Gruppen gesprochen wird, ist stets die analytische Isomorphie gemeint. 

40) «hat bekanntlich in /\ (tie Höhe p”, wenn zwar die Gleichung p” - £= «, abernnicht die Gleichung pr+!.£= a 
in A lösbar ist. Gibt es für jedes r in A ein der Gleichung p" - x,= x genügendes «,, so ist dieHöhe von & gleich © 
(unendlich) zu setzen. 
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geschlossenheit der Gruppen A” ist fast selbstverständlich; was die Abgeschlossenheit 
der Gruppen p’-A, p” -A angeht, so vgl. man Pietrkowski?), S. 555. — Die Gruppen 
p’ A brauch® man beim Beweis der folgenden beiden, auf Prüfer zurückgehenden Hilfs- 
sätze®!): 

Hilfssatz 1. Eine zyklische Servanzuntergruppe Z= (a) von endlicher Ordnung 
p’ ist stets ein direkter Summand von A; A=Z+B. 

Wegen der Servanzeigenschaft von Z ist p"-A zu Z elementefremd. Daraus folgt 
weiter durch einfache Schlüsse von der in $1 benutzten Art die Existenz einer großen 
Untergruppe FT von A derart, daß sogar p -A+ F= T’ das Element p’" -& nicht 
enthält und somit zu Z elementefremd ist. A/F’ ist eine endliche Abelsche Gruppe, die 
kein Element der Ordnung p’*"! enthält; es gibt daher, wie ganz elementar zu beweisen, 
in A eine Gruppe B>T’, für die A/’=(Z+ F’)/F’+ B/F’ und infolgedessen A—=B + Zwird. 

Hilfssatz 2. In einer Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung ist eine zyklische 
Servanzuntergruppe Z= (a) stets ein direkter Summand. 

Zum Beweis konstruiert man in ähnlicher Weise wie bei Hilfssatz 1 eine Unter- 
gruppenkette A= f,>f,>f,>--- so, daß durchweg 1) p'-&, aber nicht pa 
in FT, liegt und 2) T,_,/T, eine EEE Gruppe mit der erzeugenden Restklasse p'' - & 
darstellt*?). Ist nun &£ beliebig aus &, so gilt ein Kongruenzensystem 


— Zap o=t—o,=0(T,,)(n=0,1,2,...). 


Zc,p' = ist eine bestinumste p-adische Zahl, und es konvergiert die Folge der E—a, 
gegen &—g:a. Da für jedes feste n fast alle &—o, in FT, liegen, liegt &—g x im 
Durchschnitt B aller T,, d.h. es gilt für jedes & eine Gleichung &=g:x +6 (ö<B), 
und es wird somit A=Z-+B wegen ZnB= (0). 

Eine Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung heißt im folgenden unverknotet. 
Dagegen wird die Gruppe E Knotengruppe genannt, wenn in E jedes Element als Grenz- 
wert einer Folge von Elementen endlicher Ordnung darstellbar ist. Bei unserer Beschrän- 
kung auf separable Gruppen können wir, wie leicht zu sehen, die Knotengruppen auch 
folgendermaßen charakterisieren: E ist dann und nur dann Knotengruppe, wenn E eine 
Basis (e,, &,...) von Elementen endlicher Ordnung besitzt. 

Bei einer beliebigen separablen Gruppe A verstehen wir unter der zu A gehörigen 
Knotengruppe E die größte in A enthaltene Knotengruppe, d. h. die kleinste Untergruppe, 
der alle Elemente endlicher Ordnung aus A angehören. Die Gruppe A mit der zugehörigen 
Knotengruppe E heißt korrekt verknotet, wenn 1. A/E unverknotet ist, und wenn gleich- 
zeitig 2. in E die Untergruppe p” -E selbst eine Knotengruppe darstellt. Die Gründe, 
die zur Einführung des Begriffs der korrekt verknoteten Gruppe drängen, wurden in 
meiner früheren Note ausführlich dargelegt. 

Hilfssatz 3. a) /st E die Knotengruppe, B eine große Untergruppe von A, so ist 
En Bdie Knotengruppe von B. b) Ist A korrekt verknotet, so ist es auch jede große Unter- 
gruppe von A. c) Ist A korrekt verknotet, so ist es auch jede Untergruppe von A, die die 
ganze zu A gehörige Knotengruppe enthält. 

Zum Beweise von a) hat man zu zeigen: Ist $ aus B in A der Grenzwert. einer Folge 
Ep Ey... VON Elementen endlicher Ordnung, so ist 8 auch in B der Grenzwert einer 


a) Vgl. Prüfer 2), [2] $ 12; Pietrkowski®), $ 6. Die Beweise der für uns wesentlichen Hilfssätze werden im 
Texte kurz wiederholt, da sie bei Prüfer nur mühsam aus dem andersartigen Zusammenhang herauszupräparieren, 
bei Pietrkowski lückenhaft sind. Außerdem sind im separablen Fall gewisse Vereinfachungen gegenüber Prüfer 
möglich. 

“2) Da a in F, die Höhe 1 hat, gibt es eine große Untergruppe T von F', derart, daß a nicht in p- , + fF=f’ 
liegt; als T, kann eine geeignete Obergruppe von FT’ gewählt werden. Da A von Elementen endlicher Ordnung frei 
ist, hat p- «in T, sicher die Höhe 1. — Die Konstruktion von F, in T, verläuft genau so wie die von T, in F, usw 

Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 1. b 
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derartigen Folge. Das ist aber selbstverständlich; denn nach Satz 1 müssen fast alle 
Differenzen 8 — &, und damit auch fast alle e,in Bliegen. Aus a) ergibt sich insbesondere, 
daß jede große Untergruppe einer Knotengruppe selbst eine Knotengruppe darstellt. 
Zum Beweis von b) hat man nun nur noch zu beachten: Ist A/E frei von Elementen end- 
licher Ordnung, so ist es auch B/(BrE). Ist B große Untergruppe von A, so ist auch 
p” - En Bgroße Untergruppe von p” -E. Behauptung c) ist angesichts der Definition der 
korrekten Verknotung selbstverständlich. 

Was die Notwendigkeit der ausdrücklichen Formulierung der Bedingungen 1 und 2 
bei der Einführung der korrekt verknoteten Gruppen angeht, so wurde bereits in meiner 
früheren Note durch ein Beispiel gezeigt, daß es separable Gruppen A gibt, bei denen 
A/E verknotet, die Bedingung 1 also nicht erfüllt ist. Hinsichtlich der Bedingung 2 da- 
gegen blieb die entsprechende Frage damals noch offen. Um diese Lücke zu schließen, 
wollen wir jetzt eine Knotengruppe A=E konstruieren, bei der die Untergruppe p” A 
ihrerseits keine Knotengruppe darstellt. 

Wir gehen aus von einer unendlichen direkten Summe A*=Z, +Z, ++: ,, 
wobei Z, = («,;) eine zyklische Gruppe der Ordnung p” bedeutet (i = 1,2,...), während 
Z, eine unverknotete zyklische Gruppe mit einem unendlichen Erzeugendensystem 


n,p'' m, p”*n, ... darstellt. Setzt man A=Z,+Z,, +: (i=1,2,...), so 
bilden die Gruppen (p'-n) + A;,=Bf# eine charakteristische Kette von A (vgl. $5). 
— Es sei nun o=n— pP, —Pp?8 — pP?’ —::, P=(o), A bedeute die ab- 


geschlossene Gruppe A*/P mit der charakteristischen Kette (BF + P)/P (i=1,2,...). 
Wegen AAnP= (0), A+P=B?*- P sind die Gruppen (B* + P)/P und A, isomorph, 
und wir können und wollen im folgenden A, an Stelle von (BF + P)/P schreiben; in ähn- 
licher Weise bezeichnen wir die durch p” - nin A repräsentierte Restklasse mit p' - n*) 

A=E ist eine Knotengruppe, wie unmittelbar aus den folgenden Bemerkungen zu 
entnehmen: a) A, ist als direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen eine Knotengruppe, 
A/A, ist zyklisch, ein Erzeugendensystem von A/A, bilden die durch die Elemente p* - n 
(i=1,2...) repräsentierten Restklassen. b) Setzen wir „=o,+Pp a4 +P?&,42+ 
(n=1,2,...), so sind die Elemente p”” - n und ß, = p”" : n — y,„ modulo A, kongruent, 
und es wird p?"-1. 8, = 0 wegen der Gleichungen pn = p"- u + pP" +-,, 
pt .,=0l(i=1,...‚,n—1). — Um nun noch zu zeigen, daß die Gruppe p”* A 
im Gegensatz zu A selbst keine Knotengruppe ist, beweisen wir: 

p” - A besüzt das Erzeugendensystem p" :n, p”” n, .... (Beachte, daß pn + 0 
für jedes n!) 

In der Tat, ein beliebiges A-Element A besitzt jedenfalls eine Darstellung 
A=m:n+ Zn,o, (m beliebige p-adische Zahl; n,,n,,... ganze p-adische Zahlen). 


Hat nun «& die Höhe &, so gibt es in A für jedes r ein der Gleichung p’ - v, = A genügendes 
v,=m"n-+ Zn”. «, und aus der Konstruktion von A folgt sofort, daß p’-»,= 4 


gleichwertig ist mit einem Gleichungssystem p’ - m’ — m =g”, pn” —n, = p!:gq” 
(i=1,2,...), wobei g” eine gewisse ganze p-adische Zahl bedeutet. Aus 
Penn pi Tolgt = pi (mg) = pl, 
d.h. e wird pn" — L,;=g"(r=i+A1l,i+2,...). Aus 
PM — = pt, —I. (r=i+li+2...) 
folgt weiter ;= 1,,,(pi-!)(r=i+41, i+2,....), und daraus ergibt sich schließlich 
W=1,,= M(i=1,2,...). Wir habenaloA=m:n+ EM Pf ,„=(m+M):n. 
Fertig! 3 
“) Man könnte auch sagen: Der Übergang von A* zu A erfolgt dadurch, daß wir, ohne im übrigen an der 
Bezeichnung etwas zu ändern, = 7n— pP, — 7? — 9°? +. — +++ = U setzen. 
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Das soeben besprochene Beispiel ist für die weiteren Betrachtungen äußerst wichtig; 
denn erst angesichts dieses Beispiels kann der im folgenden zu führende Beweis für die 
zyklisch direkte Zerlegbarkeit beliebiger korrekt verknoteter Gruppen als naturgemäß 
bezeichnet werden. 


$ 7. Der Abspaltungssatz. Hilfssätze über die Existenz zyklischer Gruppen. 


Lemma. Die zyklische direkte Zerlegbarkeit beliebiger korrekt verknoteter Grup pen 
ist gesichert, sobald das folgende Hilfstheorem bewiesen ist: 

Abspaltungssatz. /st A, eine große Untergruppe der korrekt verknoteten Gruppe A, 
so gibt es stets eine direkte Zerlegung A=Z, + :::+Z,+ B, beider die Z, zyklisch sind, 
während B eine korrekt verknotete Untergruppe von A, darstellt. 

In der Tat, ist A eine beliebige korrekt verknotete Gruppe mit der charakteristischen 


Kette A,,A,,..., so gibt es, wie mühelos zu sehen, bei vorausgesetzter Gültigkeit des 
Abspaltungssatzes eine Folge von direkten Zerlegungen A=Z,+:-:-+Z,.,+ B, 
(k=1,2,..; nm £nm,<Sn,<--:), wobei die zyklischen Gruppen Z, teren Zu 


alle in A,_, enthalten sind, während B, jeweils eine korrekt verknotete Untergruppe 
von A, darstellt. Nach $5 sind nun die unendlichen Gruppensummen =Z, zz bild- 
bar, und die Gültigkeit der Gleichungen A = 2 Z, 4,22.) —= (0) ist fast selbstver- 
ständlich *#). 

Zusatz zum Lemma. Der Abspaltungssatz braucht nur für die Fälle bewiesen zu 
werden, daß A/A, zyklisch von der Ordnung p oder zyklisch vom Typus &,/R, ist. 

Die Richtigkeit des Zusatzes folgt mühelos aus der Bemerkung, daß zwischen 
A = T', und die große Untergruppe A, = T,, stets eine Zwischengruppenkette F\,,. . ., T,_ı 
so eingeschaltet werden kann, daß alle Restklassengruppen T;/T, , i=1,...,n) zy- 
klisch von der Ordnung p oder vom Typus &,/R, sind ®). 

Ist A/A, zyklisch von der Ordnung p, so wird, wie wir in $ 8 sehen werden, der Beweis 
des Abspaltungssatzes recht einfach. Ist dagegen A/A, zyklisch vom Typus 8,/R,, besitzt 
A/A, also ein unendliches Erzeugendensystem ,, B,, ... mit den Relationen p - , =, 
p-B;=B;_\ (i=2,3,...), so sind umständlichere Vorbereitungen erforderlich. Wir 
beweisen in diesem letzteren Falle zunächst: 

Es gibt in A stets eine der Gleichung A = Z + A, genügende zyklische Untergruppe Z. 

F.önnen wir zeigen, daß die Restklasse f, einen Repräsentanten ß, von unendlicher 
Höhe enthält, so sind wir am Ziel; denn dann gibt es nach Prüfer in A ein Elementsystem 
Ba, ßz,... mit den Relationen p-ß;=ß;_, (i=2,3,...), und man sieht sofort, daß 
die zyklische Gruppe Z = (ß,, ßa, Pa, - . :) der Gleichung Z+A, =A genügt“). Zum 
Beweis der Existenz von ß greifen wir aus jeder Restklasse ?, einen beliebigen Repräsen- 
tanten ß; heraus und bilden das Kongruenzensystem £ = pf!- ß} (p!-AnA,) 
(i=1,2,...). Dieses System ist verträglich wegen p'!-ß/ = p'-ß;,,=ßi(A,). Es 
gibt daher in A (mindestens) eine, offenbar zu , gehörige Lösung ß,, und wegen ß, =p*""-ß} 
(p!-A) hat ß, die Höhe o. — Unser Ergebnis kann noch etwas verschärft werden: 


4) Beachte: Bush te + Zt Zt HZ + Bism; 
(2) AS) nee m (2 ZWs B;! 


4) Man beachte: Es sei A=N,>T,>T,>*--, B<Sf,B;=B,NT; (i=2,3,...). Dann ist (für 
B;+ B;;ı) stets B,/B;;ı zyklisch von der Ordnung p falls T;/T;;, zyklisch von der Ordnung p, und By/B;;1 
endlich zyklisch oder zyklisch vom Typus 8, /R,, falls T,/T;+ı zyklisch vom Typus 8,/R,. 

4) Zum Prüferschen Satz vgl. Prüfer?), [2] $ 12; Pietrkowski®), $ 6 Satz1.— Zi A, = A folgt aus der Tat- 
sache, daß (Z-{ A,)/ A, eine unendliche Untergruppe von A/ A, darstellt, und daß A/ A, keine echte derartige 


Untergruppe enthält. 
b* 
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derartigen Folge. Das ist aber selbstverständlich; denn nach Satz 1 müssen fast alle 
Differenzen $# — e, und damit auch fast alle e, in Bliegen. Aus a) ergibt sich insbesondere, 
daß jede große Untergruppe einer Knotengruppe selbst eine Knotengruppe darstellt. 
Zum Beweis von b) hat man nun nur noch zu beachten: Ist A/E frei von Elementen end- 
licher Ordnung, so ist es auch B/(BrE). Ist B große Untergruppe von A, so ist auch 
p” - En Bgroße Untergruppe von p®” -E. Behauptung c) ist angesichts der Definition der 
korrekten Verknotung selbstverständlich. 

Was die Notwendigkeit der ausdrücklichen Formulierung der Bedingungen 1 und 2 
bei der Einführung der korrekt verknoteten Gruppen angeht, so wurde bereits in meiner 
früheren Note durch ein Beispiel gezeigt, daß es separable Gruppen A gibt, bei denen 
A/E verknotet, die Bedingung 1 also nicht erfüllt ist. Hinsichtlich der Bedingung 2 da- 
gegen blieb die entsprechende Frage damals noch offen. Um diese Lücke zu schließen, 
wollen wir jetzt eine Knotengruppe A=E konstruieren, bei der die Untergruppe p” -A 
ihrerseits keine Knotengruppe darstellt. 

Wir gehen aus von einer unendlichen direkten Summe A*=Z, +Z, ++, 
wobei Z, = (,) eine zyklische Gruppe der Ordnung p” bedeutet ((=1,2,...), während 
Z, eine unverknotete zyklische Gruppe mit einem unendlichen Erzeugendensystem 


7, pP", p”*n, ... darstellt. Setzt man A=Z,+Z,,+'' (i=1,2,...), so 
bilden die Gruppen (p‘:n) + A;= B* eine charakteristische Kette von A (vgl. $5). 
— Es sei nun 0=n—p: 1 —Pp?:9—p?'a3—::., P=(o), A bedeute die ab- 


geschlossene Gruppe A*/P mit der charakteristischen Kette (Bf +4 P)/P (i=1,2,...). 
Wegen A,AnP= (0), A+P= B*- P sind die Gruppen (B} + P)/P und A, isomorph, 
und wir können und wollen im folgenden A, an Stelie von (Bf + P)/P schreiben; in ähn- 
licher Weise bezeichnen wir die durch p” - nin A repräsentierte Restklasse mit p* - n*) 

A=E ist eine Knotengruppe, wie unmittelbar aus den folgenden Bemerkungen zu 
entnehmen: a) A, ist als direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen eine Knotengruppe, 
A/A, ist zyklisch, ein Erzeugendensystem von A/A, bilden die durch die lemente p* 
(i=1,2...) repräsentierten Restklassen. b) Setzen wir „=o,+Pp 41 +P?&42+ 
(n=1,2,...), so sind die Elemente p” - n und 8, = p”" : n — y„ modulo A, kongruent, 
und es wird p?"-!.ß8,=0 wegen der Gleichungen pn = p"- u + p""' +, 
pt. ,=0l(i=41,...‚n—1). — Um nun noch zu zeigen, daß die Gruppe p”* : A 
im Gegensatz zu A selbst keine Knotengruppe ist, beweisen wir: 

p”” -A besitzt das Erzeugendensystem pn, p”” n,.... (Beachte, daß pn +0 
für jedes nl) 

In der Tat, ein beliebiges A-Element A besitzt jedenfalls eine Darstellung 
A=m:n+ En, (m beliebige p-adische Zahl; n,,”,... ganze p-adische Zahlen). 


Hat nun a die Höhe &, so gibt es in A für jedes r ein der Gleichung p’  », = A genügendes 
v,=m"”n+ En”, und aus der Konstruktion von A folgt sofort, daß p „= 


? 
gleichwertig ist mit nem Gleichungssystem p’- m’ — m =g", pn" —n, = p':-q” 


(i=1,2,...), wobei 9” eine gewisse ganze p-adische Zahl bedeutet. Aus 

Pd —n= pi" folgt = pi (m — g®)= pi -1, 
d.h. ee wird pn" —L,=g"(r=i+l,i+2,...). Aus 

PP —L=ep nn —in (r=i+lhi+2...) 
folgt weiter ,=],,,(p—!)(r=i+41, i+2,....), und daraus ergibt sich schließlich 
;=1,,=M(i=1,2,...). Wir haben also A= m: n+ ZM- p-,=(m+M):n. 
Fertig! p 

#) Man könnte auch sagen: Der Übergang von A* zu A erfolgt dadurch, daß wir, ohne im übrigen an der 

Bezeichnung etwas zu ändern, 0= Nn— pP, — 7? — 9°? +, — + + + = Ü setzen. 
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Das soeben besprochene Beispiel ist für die weiteren Betrachtungen äußerst wichtig; 
denn erst angesichts dieses Beispiels kann der im folgenden zu führende Beweis für die 
zyklisch direkte Zerlegbarkeit beliebiger korrekt verknoteter Gruppen als naturgemäß 
bezeichnet werden. 


$ 7. Der Abspaltungssatz. Hilfssätze über die Existenz zyklischer Gruppen. 


Lemma. Die zyklische direkte Zerlegbarkeit beliebiger korrekt verknoteter Grup pen 
ist gesichert, sobald das folgende Hilfstheorem bewiesen ist: 

Abspaltungssatz. /st A, eine große Untergruppe der korrekt verknoteten Gruppe A, 
so gibt es stets eine direkte Zerlegung A=Z, + ::'+Z,+ B, bei der die Z, zyklisch sind, 
während B eine korrekt verknotete Untergruppe von A, darstellt. 

In der Tat, ist A eine beliebige korrekt verknotete Gruppe mit der charakteristischen 


Kette A,,A,,..., so gibt es, wie mühelos zu sehen, bei vorausgesetzter Gültigkeit des 
Abspaltungssatzes eine Folge von direkten Zerlegungn A=Z,+:-:+ Z.,-+ B, 
(k=1,2,..; nm <nm<Sn,<S:-:), wobei die zyklischen Gruppen Zu tern Zu, 


alle in A, , enthalten sind, während B, jeweils eine korrekt verknotete Untergruppe 
von A, darstellt. Nach $5 sind nun die unendlichen Gruppensummen ZZ, 22 bild- 


bar, und die Gültigkeit der Gleichungen A = £Z, 4 22,) = (0) ist fast selbstver- 


ständlich *). 

Zusatz zum Lemma. Der Abspaltungssatz braucht nur für die Fälle bewiesen zu 
werden, daß A/A, zyklisch von der Ordnung p oder zyklisch vom Typus &,/R, ist. 

Die Richtigkeit des Zusatzes folgt mühelos aus der Bemerkung, daß zwischen 
A = T', und die große Untergruppe A, = T,, stets eine Zwischengruppenkette F,,..., T,_ı 
so eingeschaltet werden kann, daß alle Restklassengruppen T;/T, , i=1,...,n) zy- 
klisch von der Ordnung p oder vom Typus 8,/R, sind ®). 

Ist A/A, zyklisch von der Ordnung p, so wird, wie wir in $ 8sehen werden, der Beweis 
des Abspaltungssatzes recht einfach. Ist dagegen A/A, zyklisch vom Typus $,/R,, besitzt 
A/A, also ein unendliches Erzeugendensystem ß,, ß.,... mit den Relationen p - ß, =, 
p-B;=B;_, (i=2,3,...), so sind umständlichere Vorbereitungen erforderlich. Wir 
beweisen in diesem letzteren Falle zunächst: 

Es gibt in A stets eine der Gleichung A= Z + A, genügende zyklische Untergruppe Z. 

Können wir zeigen, daß die Restklasse ß, einen Repräsentanten ß, von unendlicher 
Höhe enthält, so sind wir am Ziel; denn dann gibt es nach Prüfer in A ein Elementsystem 
Ba, ßz,... mit den Relationen p :ß;=ß;_, (i=2,3,...), und man sieht sofort, daß 
die zyklische Gruppe Z = (ß,, ßa, Ba, - . .) der Gleichung Z+ A, =A genügt“). Zum 
Beweis der Existenz von ß greifen wir aus jeder Restklasse ß, einen beliebigen Repräsen- 
tanten ß; heraus und bilden das Kongruenzensystem & = p*!-ß} (p!-AnA,) 
(i=1,2,...). Dieses System ist verträglich wegen p!- pi; =p'-ßi;,=Bi(A,). Es 
gibt daher in A (mindestens) eine, offenbar zu ß, gehörige Lösung ß,, und wegen ß, =p'""-ß} 
(p!-A) hat $, die Höhe oo. — Unser Ergebnis kann noch etwas verschärft werden: 


m) Beachte: SUSZ ++ Zr + Zuıt + Zu, + Bes; 
B; ä | 
Bann (S, Z)<Bı 


4) Man beachte: Es sei A=N,>f,>f,>++--, B<F,B;=B, NT; i=2,3,...). Dann ist (für 
B;+ B;,;ı) stets B;/B;;ı zyklisch von der Ordnung p falls T;/T;;ı zyklisch von der Ordnung p, und B//B;;ı 
endlich zyklisch oder zyklisch vom Typus 8, /R,, falls T;/F;+ı zyklisch vom Typus 8,/R,. 

4) Zum Prüferschen Satz vgl. Prüfer?), [2] $ 12; Pietrkowski?), $ 6 Satz1.— Z-{ A,= A folgt aus der Tat- 
sache, daß (Z-i A,)/ A, eine unendliche Untergruppe von A/ A, darstellt, und daß A/ A, keine echte derartige 


Untergruppe enthält. 
5b * 
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Enthält jede Restklasse , einen Repräsentanten ß;, der in der zu A gehörigen Knoten- 
gruppe E bzw. in der Gruppe A"+i-® (vgl. $ 6) liegt, so ist nicht nur das Kongruenzen- 
system &£ = p"!- Bi (p'"-ArA,), sondern sogar das verschärfte System & = p'!- ß; 
(Enp!-AnA,) bzw. E= pt. Bi(APnp!-AnA,) verträglich, und die zu- 
gehörigen Lösungen ß, liegen alle in E bzw. A”. Wir fassen das Endergebnis in einem 
Hilfssatz zusammen: 

Hilfssatz 4. Es sei A, eine Untergruppe von A, für die A/A, zyklisch vom Typus 
K,/R, mit dem unendlichen Erzeugendensystem ß,, Ba, ... wird. Dann gibt es in A stets 
eine der Gleichung A, + Z=A genügende zyklische Untergruppe Z. Enthält insbesondere 
jede Restklasse ß, einen zur Knotengruppe E bzw. zur Gruppe A"*'-” gehörigen Repräsen- 
tanten ß}, so kann man Z stets so wählen, daß in Z ein zu E bzw. zu A gehöriger Repräsen- 
tant ß, von ß, auftrüt. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daß Hilfssatz 4 nach der Art seines Beweises 
offenbar für jede beliebige separable Gruppe A, nicht nur für eine korrekt verknotete gilt. 


$ 8. Zyklische direkte Zerlegung beliebiger korrekt verknoteter Gruppen. 


Aus den Ergebnissen von $4 und $5 folgt fast unmittelbar: 

Hauptsatz 1. Jede unverknotete Gruppe A ist zyklisch direkt zerlegbar. 

Es sei A/A, zyklisch von der Ordnung p oder vom Typ 8,/R,, und es sei Z so gewählt, 
daß Z+A,=A wird; dann ist Z= ZA, eine durch ein einzelnes Element ß erzeugte 
zyklische Gruppe, Z’ = (ß), und es stellt Z’ eine Servanzuntergruppe von A, dar, weil 
die Gleichung p-!-£ = ß in der unverknoteten Gruppe A nur eine einzige, zu Z aber 
nicht zu A, gehörige Lösung besitzt. Nach Hilfssatz 2 von $4 gibt es daher eine direkte 
Zerlegung A, =Z’+B, und daraus folgt wegen AAnZ=Z’, AA +Z=A sofort 
A=Z+B. Anwendung des Lemmas von $5#”)! Fertig! 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung einer beliebigen verknoteten Gruppe A. 
Wie bisher bezeichnen wir mit E die zu A gehörige Knotengruppe, mit A, diejenige 
Untergruppe, für die die Gültigkeit einer Gleichung A=Z,+:::+Z,+B (B=sA,, 
B korrekt verknotet) bewiesen werden soll. Wir unterscheiden zwei Hauptfälle, von denen 
jeder wieder zwei Unterfälle besitzt. 

I. A/A, ist zyklisch von der Ordnung p. 

I. Unterfall. E<A,. Wir gehen von A, A, zu den wegen der korrekten Verknotung 
von A unverknoteten Restklassengruppen A/E=P, A/E=P, über. Wegen E=<A, 
wird P/P, = A/A, und nach Hauptsatz 1 gibt es eine direkte Zerlegung P=H-+T, 
wobei H = (x) zyklisch und T in P, enthalten ist. Es sei nun « ein beliebiger Repräsentant 
von &, Z= (a), und es bedeute B diejenige Untergruppe von A, die aus den sämtlichen 
in den Restklassen von T auftretenden A-Elementen besteht. Dann ist B=A,, es sind 
Z und B elementefremd, weil wegen der Unverknotetheit von A/E keine der Restklassen 
p’-« gleich der Nullklasse wird, und es gilt wegen E= B die Gleichung A=Z+B. 
Schließlich ist B als Obergruppe von E nach Hilfssatz 3 von $ 4 korrekt verknotet. 

2. Unterfall. Es gibt nicht zu A, gehörige Elemente in E. Dann gibt es auch Elemente 
endlicher Ordnung außerhalb A,, und man kann daher eine endliche zyklische Gruppe 
Z= (c) so bestimmen, daß A, +Z=Awird. It Z=ZnA,=(p:o) eine Servanz- 
untergruppe von A,, so kommen wir genau wie bei Hauptsatz 1 zu einer Gleichung 
A=Z-+B (B=sA,), und es ist dabei B als große Untergruppe von A sicher korrekt 
verknotet. Wir zeigen nun: 








47) Das Lemma ist dabei so anzuwenden, daß überall das Wort „korrekt verknotet‘“ durch das Wort „un- 
verknotet‘‘ ersetzt wird. 
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Wählt man Z so, daß die Ordnung von x möglichst klein wird, so stellt Z bestimmt 
eine Servanzuntergruppe von A, dar. 

In der Tat, es sei p"*" die minimale Ordnung von «, also p’ die Ordnung vonp- «x =. 
Wäre nun Z’ keine Servanzuntergruppe von A,, so gäbe es in A, ein y, für das p- y=p"-!:ß 
= p’-« würde. Dann aber wäre Z* = (x — y) eine der Gleichung Z* + A, = Agenügende 
zyklische Gruppe von höchstens r-ter Ordnung im Widerspruch zu der über Z gemachten 
Minimalvoraussetzung. 
HH. AA, ist zyklisch vom Typus 8,/R, mit dem unendlichen Erzeugendensystem 
Br Bu. - (pP h=0, pP A=hı,(i=23,...). 

1. Unterfall. Es gibt einen Index n derart, daß E Untergruppe der aus A, durch Hinzu- 
nahme der Restklassen ß,,- - -, ß„_.ı entstehenden Gruppe (A,, Bı»- - -,B,_1) =Af ist. Nach 
Hilfssatz 4 gibt es eine der Gleichung Z-+ Af=A genügende zyklische Gruppe, die 
wegen der Unverknotetheit von A/E sicher zu E elementefremd ist. Setzen wir P = AJE, 
PF=AY/E, H=(Z-+ E)/E, so ist H zu Z isomorph und es wird H+P*=P. Für die 
unverknotete Gruppe P existiert daher nach Hauptsatz 1 eine direkte ZerlegungP =H +T 
(T<Pf). Bedeutet nun B* die in A* enthaltene Gruppe aller der in den Restklassen 
von T auftretenden A-Elemente, so wird nicht nur A=Z + B*, sondern wegen Hn T=(Ü), 
ZrnE=(0) sogar A=Z + B*; dabei ist B* als Obergruppe von E korrekt verknotet. 
Da ferner A*/A, zyklisch von der Ordnung p”" ist, ist B*/(B* n A,) zyklisch von höchstens 
p"'-ter Ordnung; auf Grund der bei der Behandlung des ersten Hauptfalls bereits ge- 
wonnenen Ergebnisse kommt man daher unmittelbar zu zwei Gleichungen 

B=Z,+-:-+Z,+B A=Z+Z+---+Z,+B 
mit korrekt verknotetem, in A, enthaltenem B. 

2. Unterfall. Alle Restklassen ß, (i=1,2,...) enthalten Elemente aus EE Dann 
existieren nach Hilfssatz 4 in ö, zu E gehörige Elemente von unendlicher Höhe und wegen 
der korrekten Verknotung von A gibt es unter diesen solche von endlicher Ordnung. 
Ist nun ß, ein festes Element aus £, von endlicher Ordnung und unendlicher Höhe, und 
ist dabei die Ordnung p’ von ß, möglichst klein gewählt, so gibt es nach Hilfssatz 4 einen 
Index n derart, daß ß, kein Element von niedrigerer als p"*”-!-ter Ordnung enthält. 
Wie beim 1. Unterfall bilden wir Af = (A,, ßı, - - -, B,_,1); mit y, bezeichnen wir die durch 
ß,„ repräsentierte Restklasse aus A/Af. Offenbar ist p -y, = 0), und es enthält y, zwar 
ein Element y, von unendlicher Höhe und der Ordnung p"*”-', aber kein einziges Ele- 
ment von niedriger als p"*"—"-ter Ordnung*®). Bauen wir y, in eine Gruppe Z vom Typus 
K,/R, ein, so wird Z+AT=A, und es stellt Z=ZAY aus den gleichen Gründen 
wie bei Hauptfall I, Unterfall 2 eine Servanzuntergruppe von A} dar. Genau wie dort 
kommt man zu einer direkten Zerlegung A = Z + B* (B*<Af), wobei B* als große 
Untergruppe von A korrekt verknotet ist. Aus A = Z + B* wiederum folgt weiter genau 
wie beim ersten Unterfall des zweiten Hauptfalles die Gültigkeit einer Gleichung 
A=Z+Z,+:::+Z„+B(B=sA, B korrekt verknotet). 

Mit der Durchdiskussion der Fälle 11, 12, II 1, II 2 sind offenbar alle vorhandenen 
Möglichkeiten erschöpft. Der Abspaltungssatz von $5 gilt also für alle korrekt ver- 
knoteten Gruppen, und aus dem Lemma folgt sofort: 

Hauptsatz 2. Jede korrekt verknotete Gruppe ist zyklisch direkt zerlegbar. 

Daß bei zwei verschiedenen zyklischen direkten Zerlegungen 


A=Z, +Z, +. =Z+Z+--- 


4) Die Existenz von y, ist klar; man wähle für y, eine geeignete Lösung der Gleichung p*-1.£= ß aus P, 
Daß y, kein Element niedriger als p*+"—-1-ter Ordnung enthält, folgt aus dem Umstand, daß nach Konstruktion alle 
Elemente höchstens p*+"—2-ter Ordnung in A* liegen. 
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einer korrekt verknoteten Gruppe A bei geeigneter Anordnung die Summanden Z; 
und Z, (i=1,2,...) paarweise isomorph werden, ist bereits bei Pietrkowski, $8 ein- 
wandfrei bewiesen ®). 


$ 9. Kompakte separable Gruppen. 


Die separable Gruppe A wird wie üblich kompakt genannt, wenn jede unendliche 
Folge &,, &%,... von A-Elementen eine konvergente unendliche Teilfolge enthält. 


Satz 11. Eine separable Gruppe A ist dann und nur dann kompakt, wenn sie kein 
Element von unendlicher Höhe enthält. 

Es sei A,, A,,... eine charakteristische Kette von A=A,. Dann beachte man: 
a) Es gebe in A ein Element & von unendlicher Höhe, und es sei n so groß gewählt, daß 
& nicht zu A, gehört. Dann enthält die Gruppe A/A, unendlich viele verschiedene Rest- 
klassen %&,,&,.... Wählt man aus jeder Klasse &, einen beliebigen Repräsentanten 
&%, 80 gibt es in der Folge «,, %, . ... keine konvergente Teilfolge. b) Ist A/A, unendlich 
für irgendein n, so kann man jedenfalls in A zwei Untergruppen B, F(B>F) so wählen, 
daß B/T zyklisch vom Typus 8,/R, wird. Dann aber enthält B, und damit erst recht A, 
ein Element von unendlicher Höhe (vgl. $5, Hilfssatz 4). c) Es sei A/A, endlich für 
jedes i, & sei ein beliebiges Element aus A und es sei n so groß gewählt, daß & nicht zu 
A, gehört. Ist dann p” die Ordnung von A/A,, so ist p”- <A, und damit p"-® + « 
für jedes A-Element ß, es hat also x in A höchstens die Höhe p”'. d) Es sei A,/A, end- 
lich für jedes i, und es sei &,, %&s, . . . eine beliebige unendliche Elementfolge aus A. Dann 
enthält «&,, &,, .... wegen der Endlichkeit von A,/A, eine unendliche Teilfolge &,1, &ı2, &ı3: ---; 
deren sämtliche Glieder in ein und derselben Restklasse modulo A, liegen; wegen der 
Endlichkeit von A,/A, gibt es in &,1, &ı2, &ıs, -.. eine unendliche Teilfolge &g1, Xaa, Xa3 - - -, 
bei der alle &,, derselben Restklasse modulo A, angehören usw. usw. Man kommt so in 
bekannter Weise zu einer unendlichen Elementenmatrix || %,|| (,k=1,2,...), bei 
der die Diagonalglieder «,; eine konvergente Teilfolge von «,, &s, . .. bilden. — Durch 
a) b) c) d) ist Satz 5 bewiesen, und es ist damit gleichzeitig gezeigt: 

Zusatz zu Satz 11. Die separable Gruppe A ist dann und nur dann kompakt, wenn 
für jede große Untergruppe B stets A/B endlich ist. 

Der Beweis des Hauptsatzes 2 von $ 6 ist bei kompakten separablen Gruppen sehr 
einfach. Denn man hat offenbar nur den Hauptfall I zu erledigen und die Hilfssätze von 
$5 fallen weg. Auch sonst läßt sich die Theorie der kompakten gegenüber der der all- 
gemeinen separablen Gruppen an verschiedenen Stellen vereinfachen, vgl. z. B: #). 

Zu wesentlich neuen Gesichtspunkten über die Ergebnisse von $6 hinaus führt 
bei den kompakten separablen Gruppen eine andere Überlegungsreihe: Da eine kom- 


4) Der Pietrkowskische Beweis kann allerdings (unter Verzicht auf den etwas mehr besagenden Auswechsel- 
satz) stark abgekürzt werden. Zu zeigen ist lediglich: Es bedeute n; (k=1,2,...) bzw. n„ bzw. m bzw. m. die 
Anzahl der Summanden vom Typus p*- R,/R, bzw. 8,/R, bzw. R, bzw. 8, die bei einer beliebigen zyklischen 
direkten Zerlegung der korrekt verknoteten Gruppe A auftreten. Dann sind n; (k= 1,2,...), n., m, m. Invarianten 
von A.— Es sei nun E die Knotengruppe von A, E„ die Untergruppe aller Elemente unendlicher Höhe aus E; © be- 
deute die Restklassengruppe A / E, © die Untergruppe ailer Elemente unendlicher Höhe aus ©®. Dann istzunächst 
Mm bzw.m offenbar gleich der Anzahl der (über $,) linear unabhängigen Elemente aus ® „bzw. ® / © „ und damit 
durch A allein eindeutig bestimmt. Ferner wird in entsprechender Weise n. gleich der Anzahl der modulo p (also 
über p- R,/,) linear unabhängigen Elemente p-ter. Ordnung aus E„. Um schließlich für die n; eine ähnliche in- 
variante Deutung zu finden, bezeichnen wir mit P; die Gruppe aller Elemente höchstens p#-ter Ordnung : aus E 
(P,= (0)), mit TI; die Gruppe aller Elemente p-ter Ordnung aus E,= = E|P;_,, mit Ti;.die Gruppealler der TT,;-Ele- 
mente, die in Ex mindestens die Höhe p besitzen. Dann wird n; gleich der Anzahl der modulo p linear unabhängigen 


Elemente von TI; | TI;. 
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pakte separable Gruppe A mit der Knotengruppe E, dann und nur dann zyklisch direkt 
zerlegt werden kann, wenn A/E, unverknotet ist, liegt es nahe, in folgender Weise eine 
Aufspaltung von A zu versuchen: Man bildet zuerst zu A= A, die Knotengruppe E,, 
alsdann zu A, = = Ay/E, die Knotengruppe E,, darauf zu A, = = A,/E, die Knotengruppe E,; 
dabei ist der Prozeß der Knotengruppenbildung eine eventuell transfinite Anzahl von 
Malen solange fortzusetzen, bis man schließlich auf eine unverknotete Gruppe A,. stößt. 
Das heißt aber in ausführlicher, auch die gegebenenfalls erforderlichen Limesschritte 
berücksichtigender Formulierung: 


Der kompakten separablen Gruppe A wird eine wohlgeordnete Obergruppenkette 
(0) = =W<d,<d,<:::<®,<:--- mit der zugehörigen Restklassengruppenkette 
A= A/&,=A, Ah=A/®,,... durch die folgende Festsetzung zugeordnet: Es seien 
für alle oe < o die Gruppen ®, bereits definiert. Ist dann o keine Limeszahl, so soll unter 
E,_, die Knotengruppe von = A/b,_,, unter ®, die Gruppe aller in den Restklassen 
von E, „_ı auftretenden A-Elemente verstanden werden; ist dagegen ao Limeszahl, so ist 
®, gleich der kleinsten abgeschlossenen Obergruppe aller ® (e <o) zu setzen. Die Kette 
der ®, bricht mit einer wegen der transfiniten Maximalbedingung der ersten oder zweiten 
Zahlklasse angehörenden Ordnungszahl ı* dadurch ab, daß die Knotengruppe E. von 
A, gleich der Nullgruppe wird. Die Gruppen E=0®, +1/®, (a < ı*) bilden zusammen 
mit der Gruppe Ä,. eine i. a. transfinite Hauptreihe von A. 


A. und alle E, sind zyklisch direkt zerlegbar. Die Gruppe A,., die auch in die Null- 
gruppe entarten kann, besitzt als kompakte unverknotete Gruppe ausschließlich zy- 
klische direkte Summanden vom Typus R,. Sie ist daher durch Angabe einer einzigen 
Invariante n,.*°), nämlich der Anzahl ihrer zyklischen Summanden (bis auf Isomorphie) 
eindeutig bestimmt (0 < n.. < »). Bei der direkten Zerlegung der E, treten nur endliche 
zyklische Gruppen als Summanden auf. Bezeichnet n,; die Anzahl der Summanden der 
Ordnung p‘, die in einer zyklischen direkten Zerlegung der Gruppe E, vorkommen 
((<n,< »), so ist E, durch die Invarianten®) n,,, a, Na, - . : eindeutig bestimmt. 
— Da die Gruppen E,, A. mit A invariant verknüpft sind, bilden die Kardinalzahlen 
Ro Ay fa < rt; im, «. ..) zusammen mit der Ördinslisehl ı* ein charakteristisches 
Zahlsystem von A in dem Sins, daß jede zu A isomorphe Gruppe B dasselbe charak- 
teristische Zahlsystem wie A besitzen muß. — Darüber hinaus gilt der 


Hauptsatz der kompakten separablen Gruppen. Zwei kompakte separable Gruppen 
A und B sind dann und nur dann isomorph, wenn sie dasselbe charakteristische Zahlsystem 
=’, nu Au (a <rt;i=1,2,...) besitzen. 

Ist ı* eine beliebige Ordnungszahl der ersten oder zweiten Zahlklasse und sind die 
Kardinalzahlen 


n. (sn. <o); n„(e <rr;i=12..;0 80, So) 


willkürlich vorgeschrieben, so gibt es stets eine kompakte separable Gruppe A mit dem charak- 
teristischen Zahlsystem 1*, n.,Nn,, sofern nur die notwendige Bedingung erfüllt ist, daß 
füro +41 < r* unendlich viele n,,, für o + 1 = r* mindestens endlich viele n,, von 0 ver- 
schieden sind. 


Man beweist den Hauptsatz der kompakten separablen Gruppen durch Zurückfüh- 
rung auf den Ulmschen Hauptsatz der abzählbaren Torsionsgruppen®), indem man zeigt, 
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daß die (primären) 5°) kompakten separablen Gruppen nichts anderes sind als die Charak- 
terengruppen der (primären) 5%) abzählbaren Torsionsgruppen, und daß die Glieder E, A.. 
der Hauptreihe einer beliebig gegebenen kompakten separablen Gruppe A durch das 
Pontrjaginsche Dualitätsprinzip”?) umkehrbar eindeutig denjenigen Gruppen zugeordnet 
werden, die Ulm zur Definition der Invarianten der zugehörigen abzählbaren Torsions- 
gruppe A benutzt. Eine gewisse Erschwerung bedeutet dabei nur der Umstand, daß die 
Charakterengruppen der abzählbaren Torsionsgruppen in der Literatur bisher nicht als 
„kompakte separable Gruppen“ in unserem Sinne, sondern als „nulldimensionale kom- 
pakte topologische Gruppen“ auftraten; auch fehlte bisher m. W. der Begriff der Knoten- 
gruppe einer nulldimensionalen kompakten topologischen Gruppe. Die Durchführung 
des Beweises gestaltet sich daher etwas umständlicher, als es zunächst scheinen möchte. 
Doch können wir uns überall dort, wo es sich um ein Anknüpfen an bekannte Dinge 
aus der Pontrjaginschen Dualitätstheorie handelt, recht kurz fassen. Wichtig ist, daß 
wir in keiner Weise auf topologische Sätze, etwa auf Dimensionsbetrachtungen, zurück- 
greifen müssen. Wir verifizieren vielmehr unmittelbar die Identität der kompakten 
separablen Gruppen mit den Charakterengruppen der abzählbaren Torsionsgruppen 
und stützen uns im übrigen ausschließlich auf einige einfache allgemeine Hilfssätze über 
den Zusammenhang zwischen einer Abelschen Gruppe und ihrer Charakterengruppe. 


$ 10. Die kompakten separablen Gruppen als Charakterengruppen. 


Es sei A eine abzählbare (primäre, zur Primzahl p gehörige) 5°) Torsionsgruppe, 
also eine abzählbare Abelsche Gruppe, bei der jedes Element eine endliche Potenz der 
Primzahl p als Ordnung besitzt. Unter einem Charakter «(A) = & verstehen wir eine 
homomorphe Abbildung von A auf die kompakte Additionsgruppe aller reellen Zahlen 
modulo 15); mit &(a) bezeichnen wir diejenige reelle Zahl, die dem A-Element a durch 
den Charakter & zugeordnet wird. Sind & und ß zwei beliebige Charaktere, so erhält 
man einen weiteren Charakter y = x + ß, indem man für beliebiges a< A durchweg 
y(a) = ala) + (a) setzt. Die Charaktere von A bilden also selbst eine Abelsche Gruppe, 
die Charakterengruppe A. 

Es sei jetzt a,, @,, Q,, ... ein abgezähltes Erzeugendensystem von A, A, bedeute 
die Gruppe (a,,@,,...,a,); unter A, möge der Annullator von A, verstanden werden, 
also die Gruppe aller der Charaktere a, di> für jedes b< A, der Gleichung «(b) = 0 ge- 


nügen. Dann ist der Durchschnitt aller A, gleich der Nullgruppe, und es ist A, = AJA, 
für jedes i zur Charakterengruppe von A, isomorph 52) und damit eine endliche Abelsche 
Gruppe. Ist ferner in A ein verträgliches Kongruenzensystem x = a,(A,) (i=1,2,...) 
vorgelegt, so erhalten wir durch die Festsetzung 


a(b) = a,(b), wenn b< A, 


einen eindeutig und widerspruchsfrei definierten Charakter &, der offenbar eine Lösung 
des gegebenen Kongruenzensystems darstellt. Das heißt aber: 


50) DieBeschränkung auf den primären Fall,dienatürlich wieder keine wesentliche Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit darstellt, wird in Zukunft nicht mehr ausdrücklich hervorgehoben. 
51) Die übliche, für beliebige Abelsche Gruppen gültige Definition. In unserm Falle allerdings wird A durch 


jeden Charakter x(A) speziell auf eine aus rationalen Zahlen der Form 5 bestehende Gruppe (mod 1) abgebildet, 


und wir könnten statt von einem „Homomorphismus auf die Gruppe der reellen Zahlen mod 1‘ ebensogut von einem 
„Homomorphismus auf eine feste zyklische Gruppe des Typus 8, /#,“ reden. (Bezeichnend für den rein algebra- 
ischen Charakter unsrer Untersuchungen!) 

52) Vgl. Pontrjagin?), S. 365ff. 
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Die Charakterengruppe A der abzählbaren Torsionsgruppe A ist eine kompakte sepa- 
rable Gruppe mit der charakteristischen Kette A,, Ay... ®). 


Nicht ganz so einfach ist der Beweis, daß jede kompakte separable Gruppe A als 
Charakterengruppe einer abzählbaren Torsionsgruppe aufgefaßt werden kann. — Es 
sei die charakteristische Kette A,, A,,... vonA= A, so bestimmt, daß A,_,/A, stets zy- 
klisch von der Ordnung p wird; &, bedeute ein zu A,_,, aber nicht zu A, gehöriges Element 

(k=1,2,.... Dann wird A= (&,, &, &g, ...), wobei wegen lim |«,;| = 0 alle for- 
. io» 


malen Summen g, :&% + 98 '%g + : : - konvergieren, und es gilt, wie mühelos einzusehen, 
ein (nicht völlig eindeutig bestimmtes) Gleichungssystem 


(1) 7,(0) = p 2,00 k=1,2,..;0<a,<p), 


durch das A bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt ist, weil eine beliebige unendliche 
Linearform A(&) = 9,% + 99% + : : mit ganzen p-adischen Koeffizienten g, dann und 
nur dann verschwindet, wenn sie sich in der Form 


M)=r7:Ala) + rg: Agla) + (fu 7,... p-adisch ganz) 


darstellen läßt. Wir wollen das System (1) als ein Grundrelationensystem von A bezeichnen. 
Bei willkürlicher Vorgabe der Zahlen a,, (zwischen 0 ein- und p ausschließlich) kann man 
stets eine kompakte separable Gruppe A bilden, bei der in einem zugehörigen Grund- 
relationensystem die Koeffizienten gerade die vorgeschriebenen Werte a,, annehmen. 
Wählen wir andrerseits bei einer abzählbaren Torsionsgruppe A die Basiselemente a,, a,, ... 
so, daß A, = (a,4,...,.4;) über A, , = (a,4,...,4a;_,) stets zyklisch von der Ord- 
nung p wird (i=1,2,...; A, = (0)), so gibt es zu A ein Grundrelationensystem 


(2) Ka)=p-a— 20,0, =0 (=1,2,...,0<a,<p), 


durch das A bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, und es existiert stets eine ab- 
zählbare Torsionsgruppe A, bei der in einem zugehörigen Grundrelationensystem (2) 
die Koeffizienten a,, irgendwelche willkürlich vorgegebene Werte (zwischen 0 ein- und 
p ausschließlich) annehmen. 


Schließlich kann einer bahnbrechenden Arbeit von Alexander ®) der folgende Satz 
entnommen werden: Gehört zu der abzählbaren Torsionsgruppe A das Grundrelationen- 
system (2) mit gewissen festen Koeffizienten a,,, so gehört zu der Charakterengruppe A 
von A das transponierte Grundrelationensystem (1) mit genau denselben Koeffizienten 
4;,, und umgekehrt. — Damit ist der Ausgangspunkt für den Beweis des Hauptsatzes 
von $ 9 gewonnen: 


Satz 12. Die kompakten separablen Gruppen sind identisch mit den Charakteren- 
gruppen der abzählbaren Torsionsgruppen. 

Für die Auswertung von Satz 12 brauchen wir eine Reihe von Hilfssätzen, die ohne 
Beweis angegeben werden können, da sie teils bekannt, teils sehr leicht zu verifizieren 
sind. — Es sei A die Charakterengruppe von A, B eine beliebige Untergruppe von A, 
B der Annullator von B. Dann ist B die größte durch B annullierte Untergruppe von A, 
die Beziehung zwischen B und B ist also umkehrbar eindeutig, und es stellt B die Charak- 
terengruppe von B= A/B, B= A/B die Charakterengruppe von B dar. (Genauer gesagt, 
es ist B bzw. B zur Charakterengruppe von B bzw. B isomorph 52)),. 


8) Gehen wir statt von der Basis (a,, @,, ...) von einer andern Basis (b,, b,,...) von A aus, so erhalten wir 
eine zu der charakteristischen Kette A,, A,,... gleichwertige charakteristische Kette B,, B,,... von A. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 1. 6 
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Es sei BB< Ba <---<B,<:- - eine wohlgeordnatsUntargeuppankett> aus A, wobei 
für eine auftretende Limeszahl o, stets B, = A B, werden möge; B, bs deute jeweils den 


Annullator von B,. Dann ist stets B,, 


It A=A,+4Ag+ ::: direkt zerlegbar, so besitzt auch A=A,+A, +: eine 
direkte Zerlegung, wobei A, bzw. zur den Annullator von 2A ı bzw. A, darstellt®®). 
+i +i 


Die Charakterengruppe A von A ist dann und nur dann zyklisch von der Ordnung p 
bzw. zyklisch vom Typus R,, wenn A selbst zyklisch von der Ordnung p" bzw. zyklisch vom 
Typus 8,/R, ist. (Beweis durch Bildung zusammengehöriger Grundrelationensysteme 
(1) und (2) im Sinne unsrer früheren Betrachtungen.) 

Die abzählbare Torsionsgruppe A ist dann und nur dann als direkte Summe von 
endlichen zyklischen Gruppen bzw. zyklischen Gruppen des Typus ®,/R, darstellbar, 
und infoldedessen (genau wie eine separable Knotengruppe bzw. eine unverknotete 
separable Gruppe) durch ein Invariantensystem n, (i=1,2,..;0<sn,<sm) bzw. 
durch eine Einzelinvariante n (0 <n< ») bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, 
wenn sie höhenendlich bzw. höhenunendlich ist, d.h. wenn in A kein bzw. jedes Element 
die Höhe o besitzt 5%). — Aus den zusammengestellten Tatsachen folgt fast unmittelbar: 


Hilfssatz 5. Die Chharakterengruppe A von A ist dann und nur dann eine Knoten- 
gruppe bzw. unverknotet, wenn A höhenendlich bzw. höhenunendlich ist. Im ersten Fall 
besitzt A dasselbe Invariantensystem n,, im zweiten dieselbe Invariante n wie A. 


Hilfssatz 6. Die zur Charakterengruppe A von A gehörige Knotengruppe E ist der 
Annullator der größten höhenunendlichen Untergruppe H von A. 

Der Beweis von Hilfssatz 5 ist trivial. Zum Beweise von Hilfssatz 6 beachte man: 
Es sei e irgendein A-Element von endlicher Ordnung p’. Dann ist e(b) = 0 für jedes 
innerhalb A in der Form b = p” - a darstellbare A-Element b, also insbesondere für jedes 
b von unendlicher Höhe. Es ist also jedenfalls die zu A gehörige Knotengruppe E eine 
Untergruppe des Annullators B von H. Andrerseits ist A/H höhenendlich, und es ist 
demnach B als Charakterengruppe von A/H nach Hilfssatz 5 eine Knotengruppe und 
damit seinerseits eine Untergruppe von E. 

Auf Grund der Hilfssätze 5 und 6 und der übrigen bereits festgestellten Tatsachen 
können wir nun ohne weiteres angeben, wie die wohlgeordnete Gruppenkette beschaffen 
ist, die in A dadurch ausgezeichnet wird, daß wir in der Charakterengruppe A von A 
die in $9 eingeführte Gruppenkette ®, (o < r*) bilden, und jedem ®, die größte durch 
®, annullierte Untergruppe H, von A zuordnen. 

Während es sich bei den ®, um eiue Obergruppenkette handelt, bilden die H, eine 
Untergruppenkette. Es ist H, = A; für eine Nichtlimeszahl o wird H, die Pr höhen- 


unendliche Untergruppe von H,_,, während für eine Limeszahl o stets H,= AH, ist. 
e<o 


r 


u) =, gleiche Bedeutung wie in $5! — Der Beweis unsres letzten Satzes möge kurz skizziert werden: Es ist 
nur B,, = 2 "B, zu beweisen, d.h. esist zu zeigen: Zu jedem y< B,, gibt es für jedesn in einem geeigneten B, 


(e< .) dies ı Charakter Xn, der dieselbe Abbildung von A,= (@,,... ., @,) vermittelt wie x, d.h. xn(A„)= x(An)- 
Nun existiert (für jedes feste n) zu D),= A, rn B,, wegen der Endlichkeit von A, jedenfalls ein der Gleichung 
B,rn A„= D,„ genügendes B, (0<o,). Wegen x(D,) = (0) definiert ferner x einen bestimmten Charakter x von 
A, D,„, und es gibt, wieleicht zu sehen, einen (und nur einen) Charakter x, von A„+ B,, der 1. der Gleichung 
Xn(B,) = (0) genügt und 2.denselben Charakterx von A,/D, definiert wiex. Erweitern wirschließlich, wasstets mög- 
lich ist, x’ zu einemCharakter x, von A, so ist x, < B, kr Xn(B,) = (0), und es wird y„(A,)= xXu(An)= x(An)- 

55) Vgl. Pontrjagin?), Appendix I.— A,+ Aa+ -- - besteht natürlich auch im Falle unendlich vieler Gruppen- 
summanden aus allen endlichen Elementsummen a;, + "pe ++ 0, (a; < Ay). 

56) Vgl. Prüfer, Untersuchungen über die Zerlegbarkeit der abzählbaren primären Abelschen Gruppen, Math. 
Zeitschrift 17 (1923), S. 25—61. 
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H,. ist die erste Gruppe der Kette, die mit ihrer größten höhenunendlichen Untergruppe 
zusammenfällt. E,=®,,,/®, (oe <r*) läßt sich als Charakterengruppe der höhen- 
endlichen Gruppe E, = H,/H,,. auffassen, es besitzen also E, und E, jeweils das gleiche 
Invariantensystem n,; (ü=1,2,...). In entsprechender Weise stellt Ä. die Charak- 
terengruppe der höhenunendlichen Gruppe H,. dar, so daß A. und H.. dieselbe In- 
variante n,. haben. 

Aus diesem Zusammenhang zwischen den Gruppen ®, und H, (oe S ı*) folgt aber 
sofort der Hauptsatz von $9. Denn die Gruppenkette der H, ist gerade die, die der Ulm- 
schen Theorie der abzählbaren Torsionsgruppen zugrunde liegt, und die zugehörigen 
Invarianten n,,, n,, sind gerade diejenigen, durch die nach Ulm eine abzählbare Torsions- 
gruppe bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. — Auch der Satz von der Existenz 
einer abzählbaren Torsionsgruppe zu einem vorgegebenen Invariantensystem stammt 


schon von Ulm 5”). 


$ 11. Unter- und Restklassengruppen kompakter separabler Gruppen®®). 


Die im folgenden abzuleitenden einfachen Sätze sind vor allem für die Galoissche 
Theorie wichtig (vgl. $12).®,,®,. haben dieselbe Bedeutung wie in $10. Statt ®,. schreiben 
wir einfacher ®*. 

Satz 13. Ist B<A und A/B unverknotet, so güt stets eine Gleichung A=B+T. 
©®* ist die kleinste Untergruppe von A mit unverknoteter Restklassengruppe. 

Ist A = A/B unverknotet, so besitzt A jedenfalls eine (endliche oder unendliche) 
direkte Zerlegung A=Z, + Z,+ - - -, wobei Z, = (y,) jeweils eine unendlich-zyklische 
Gruppe?) bedeutet. Wir wählen aus jeder Restklasse y, einen beliebigen Repräsen- 
tanten y, und sorgen nur dafür, daß im Falle unendlich vieler Summanden y, + Ya + 
konvergiert, eine Bedingung, die wegen der Konvergenz der Restklassensumme 
Yıt Ya +: sicher erfüllt werden kann. Für Z,=(y))(i=1,2,...) ist die Summe T 
aller Z, bildbar (und zwar direkt), und es kann eine Kongruenz g,Yı + 93% +: =0(B) 
mit wenigstens teilweise von 0 verschiedenen, ganzen p-adischen g;, nicht bestehen, weil 
die Restklassengleichung g,Y%ı + 9392 + = 0 ausgeschlossen ist. D.h. aber, es 
wird A=B-+ F (mit zuA/B isomorphem und daher unverknotetem F). — Bilden wir zu 
A=B+T die Kette der ®,, so ist sicher ®, als Knotengruppe von A in B enthalten, 
weil alleA-Elemente endlicher Ordnung zu B gehören. Da ferner A/®, =B/®, + (T+9,)/®, 
und (T + ®,)/®, zu T isomorph und daher unverknotet wird, muß die Knotengruppe 
von A/®, Untergruppe von B/®, und damit auch ®,<B sein. Durch Fortsetzung der 
begonnenen Überlegungskette erkennt man mit Hilfe transfiniter Induktion mühelos, 
daß ®&,=B für jedes o, also insbesondere auch ®*< Bist. Da B eine beliebige Unter- 
gruppe von A mit unverknotetem A/B bedeutete, ist durch diese Feststellung der zweite 
Teil von Satz 13 bewiesen. 


57) Ulm®) $ 6. — Vgl. auch Nr.9 der Arbeit: L. Zippin, Countable torsion groups, Annals of Mathematics 
(2) 36 (1935), S. 86—99, die eine vereinfachte Ableitung der Ulmschen Sätze auf völlig neuem Wege enthält. (Ein 
im Sinne von Anm. ®) von der Benutzung des Dualitätsprinzips freier Beweis des Hauptsatzes der kompakten sepa- 
rablen Gruppen würde in der Art, wie ich ihn mir vorstelle, ein Gegenstück zum Zippinschen Beweise des Haupt- 
satzes der abzählbaren Torsionsgruppen werden.) 

58) Die Sätze von $ 11 lassen sich natürlich alle mit Hilfe des Dualitätsprinzips auf gewisse Sätze aus der Theorie 
der abzählbaren Torsionsgruppen zurückführen. Das bedeutet aber keine Vereinfachung der ohnehin nicht schwie- 
rigen Beweise. Außerdem scheint mir grundsätzlich eine selbständige Entwicklung der Theorie der separablen Gruppen 
wünschenswert zu sein (vgl. auch ®) und 5?)). 

5%) In$ 11 und $ 12 bezeichnen wir die zyklischen Gruppen von Typus R,, also die einzigen kompakten, nicht- 
endlichen zyklischen Gruppen, kurz als „unendlich-zyklisch“. 

6* 
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Die folgenden Überlegungen führen zu Aussagen über die Unter- und Restklassen- 
gruppen spezieller kompakter Gruppen. Beginnen wir mit den Knotengruppen, so ist 
es definitionsgemäß klar, daß jede Restklassengruppe einer Knotengruppe selbst eine Knoten- 
gruppe sein muß. — Ganz anders liegen die Dinge bei den Untergruppen. Handelt es 
sich allerdings um eine ordnungsbeschränkte Knotengruppe, d. h. um eine Knotengruppe, 
die eine direkte Zerlegung in zyklische Summanden beschränkter Ordnung besitzt, so 
sieht man sofort, daß die Ordnungen aller Elemente beschränkt sind, und daß infolge- 
dessen jede Untergruppe einer ordnungsbeschränkten Knotengruppe selbst eine ordnungs- 
beschränkte Knotengruppe darstellt. Lassen wir aber die Beschränktheitsbedingung fallen, 
so kommen wir zu 


Satz 14. Eine nicht ordnungsbeschränkte Knotengruppe E enthält steis: a) eine 
nicht zyklisch direkt zerlegbare Untergruppe N; b) eine unverknotete Untergruppe Y mü 
unendlich vielen direkten zyklischen Summanden. 

Es siE=Z, +Z,+--.,Z,=(o). Dann isst y=a,+0,+ --- ein Element 
von unendlich hoher Ordnung, und es ist N = (y, p :%&, P '&g, P ' &, . . .) nicht zyklisch 
direkt zerlegbar, weil die Restklassengruppe N/E’ von N nach der zugehörigen Knoten- 
gruppe E'=(p :%,, P '&%g, P '&%y, ....) die Ordnung p besitzt. — Wählen wir ferner aus 
irgendeiner direkten zyklischen Zerlegung von E die Summanden H, = (ß,) (i=1,2,--) 
so aus, daß die Ordnungen der Elemente ß,, ß., ... monoton ins Unendliche wachsen, 
und setzen wir 9, = ßa-ı., + Ba-ı.3 + Ba-ı.;, + Ba-ı.7 + (k=1,2,...), so sind 
die Elemente y, alle von unendlich hoher Ordnung und untereinander linear unabhängig; 
außerdem wird ap |9.|= 0 wegen he |%&|]=0. Für ©,=(y)) wird daher 


88, +9, +9+:-:=Y eine wirukeitehe: unendliche direkte Summe. 


Ich halte es über Satz 14 hinaus für möglich, daß jeder nicht ordnungsbeschränkten 
Knotengruppe E eine Untergruppe X entnommen werden kann, die zu einer beliebig 
vorgegebenen kompakten separablen Gruppe A isomorph ist. Doch möge die Richtig- 
keit dieser Vermutung hier ununtersucht bleiben. — Ccwissermaßen gerade umgekehrt 
wie die Knotengruppen verhalten sich die unverknoteten Gruppen. Hier ist selbstver- 
ständlich jede Untergruppe einer unverknoteten Gruppe selbst unverknotet. Auf der 
andern Seite aber gilt: 


Satz 15. Zu jeder unverknoteten Gruppe ® = Z, + Z, +: mit unendlich vielen 
zyklischen direkten Summanden gibt es stets eine Restklassengruppe ®/Y, die zu einer be- 
liebig vorgegebenen kompakten separablen Gruppe A isomorph ist. 

In der Tat, es si ,= (&) ((=1,2,...), und es,seien die Basiselemente «,, &, --- 
von A so bestimmt, daß A aus der Menge aller Linearformen g, :% + 9g3°'% + mit 
beliebigen ganzen p-adischen Koeffizienten g, besteht. (Über die Möglichkeit einer der- 
artigen Basiswahl vgl. $ 2, sowie den Beweis von Satz 12 in $ 10.) — Dann bildet die 
Menge aller der ®-Elemente 5, +@%&a+'', für de u t+%'%+''=0 
wird, eine abgeschlossene Untergruppe Y von ®, und es erweist sich A als isomorph zu 
®/Y. — Selbstverständlich gilt Satz 15 auch für jede Gruppe A, die eine direkte Zerlegung 
A=B+Z,+Z,+::-- mit unendlich vielen unendlich-zyklischen Summanden Z, 
besitzt. 


Bei der Betrachtung unverknoteter Gruppen mit endiich vielen zyklischen direkten 
Summanden benutzt man am besten den Begriff des endlichen Ranges. Der kompakten 
Gruppe A ist der endliche Rang n zuzuschreiben, wenn A eine Basis von n, aber keine von 
weniger als n Elementen hat. Mit elementaren Schlüssen zeigt man, daß A dann und nur 
dann den Rang n besitzt, wenn eine direkte Zerlegung A=Z, ++ Z, in n zyklische 
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Summanden existiert®°). Eine Gruppe endlichen Ranges ist niemals zu einer echten 
Restklassengruppe isomorph. Sieht man isomorphe Gruppen als nicht verschieden 
an, so gibt es nur eine einzige unverknotete Gruppe ®, des Ranges n; jede Gruppe von 
einemendlichen Range m < n ist eine Restklassengruppevon®, und umgekehrt. — Fragen 
wir weiter nach den Restklassengruppen einer beliebigen kompakten, zyklisch direkt 
zerlegbaren Gruppe A, so haben wir nach den bereits gewonnenen Ergebnissen nur noch 
den Fall zu betrachten, daß A eine Knotengruppe E + (0) und endlich viele unendlich- 
zyklische direkte Summanden besitzt. 


Satz 16. Es si A=E+®, ©=H,+:::+H,, wobei E+(0) eine Knoten- 
gruppe und H, (i=1,...,n) unendlich-zyklisch ist. Dann hat bei einer beliebigen Rest- 
klassengruppe A = A/B die Invariante x* stets einen der drei Werte 0,4, 2, und zwar kommt 
der Fall ı* = 2 dann und nur dann bei geeigneter Wahl von B wirklich vor, wenn E nicht 
ordnungsbeschränkt ist. 

Es sei E die Knotengruppe von A = A/B, T sei die aus allen in den Restklassen von 
E auftretenden A-Elementen bestehende Untergruppe von A, so daß A/E = A/T wird. 
Dann ist TE, weil (E+ B)/B = E’ wegen der Isomorphie mit E/(E nB) eine in A ent- 
haltene Knotengruppe, also eine Untergruppe von E darstellt. Aus FT2E folgt weiter 
die Isomorphie von A/E=A/F zu (8 +T)/F, d.h. zu einer Restklassengruppe von 
©=H,+::--+ H,; nach einem oben erwähnten Satz muß also A/E eine direkte Zer- 
legung in höchstens n Summanden besitzen. Aus dieser Bemerkung ergibt sich bereits, 
daß die Invariante 7* von A nicht größer als 2 sein kann. — Ist nun E nicht ordnungs- 
beschränkt, so sei & ein beliebiges Element unendlich hoher Ordnung aus E,9 +0 ein 
beliebiges Element aus ©; dann wird A/(x— p-®) eine Gruppe mit der Invariante * = 2. 
Ist aber E ordnungsbeschränkt, so gilt das gleiche für E, da E’= (E + B)/B ordnungs- 
beschränkt und E/E', wie leicht zu sehen, endlich ist; es muß also bei beliebiger Wahl 
von B stets A/E unverknotet und damit A eine Gruppe mit der Invariante -* = 0 
oder * =1 sein. 

Eine weitgehende, aber leicht beweisbare Verallgemeinerung von Satz 16 bildet 

Satz 17. Es sei A eine kompakte Gruppe mit der Invariante ı* und höchstens end- 
lich vielen unendlich-zyklischen direkten Summanden, A=®* + H,+:::+H, (H, un- 
endlich zyklischhn 0). Ist dann A= AJB eine beliebige Resiklassengruppe von A mit 
der Invariante ı*, so gilt stets die Ungleichung ı* < ı* + A, fürn = 0 sogar die Ungleichung 
a, 


60) Beweis trivial, da eine kompakte separable Gruppe endlichen Ranges nach Definition nichts anderes ist 
als ein Modul endlichen Ranges über dem Hauptidealring R,. Zur Theorie derartiger Moduln vgl. z. B. B.L. van der 
Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl., $108. 

Einer beliebigen (kompakten oder nichtkompakten) separablen Gruppe A schreiben wir den endlichen 
Rang r zu, wenn A ein unverkürzbares System von r, aber keins von r+ 1 Elementen enthält; dabei 
heißt das Elementsystem &,,...,a, unverkürzbar, wenn für kein i eine Gleichung &;= & ge %g mit 

% 


ganzen p-adischen g; gilt. — Prüfer, dessen Definition des endlichen Ranges (im primären Falll) nur äußerlich 
von der hier gegebenen abweicht, hat gezeigt, daß jede Gruppe endlichen Ranges zyklisch direkt zerlegbar ist. Daß 
dieser Prüfersche Satz eine Folge des Hauptsatzes von $ 8 ist, ergibt sich so: Mit A hat auch die Knotengruppe E 
von A einen endlichen Rang r. Unter diesen Umständen gibt es, wie leicht durch Anwendung des in Anm. ®) be- 
wiesenen Satzes auf den Fall einer einzigen Gleichung einzusehen, in E ein unverkürzbares System e,,.. .,&, von r 
Elementen endlicher Ordnung, und daraus folgt weiter, daß E überhaupt nur Elemente endlicher Ordnung enthält, 
weil jedes e< E einer Gleichung g-ce+ +21 + +++ 9, &,= 0 mit q+ 0 genügen muß. Eine Gruppe, deren 
Knotengruppe von Elementen unendlicher Ordnung frei ist, ist aber stets korrekt verknotet. 
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Zum Beweis genügt es offenbar, zu zeigen: Es sei ®, (0 < r*) bzw. &, (oa < 1*) 
die zu A bzw. A gehörige charakteristische Obergruppenkette, Y, bedeute die aus allen 
in den Restklassen von ®, auftretenden A-Elementen bestehende Gruppe; dann ist für 
o< 1* stets %,>®,. Die Richtigkeit dieser letzteren Tatsache aber ergibt sich mühe- 


los durch transfinite Induktion. — Zunächst macht der Limesschritt gar keine Schwierig- 
keit; denn aus Y,2®, (oe < o) folgt selbstverständlich stets S’Y,> 8’°0®,. Es sei ferner 
e<o e<o 


Y,>2®, bereits bewiesen, und es werde für den Augenblick B= A/®,, B=A/Y, ge- 
setzt, E bzw. E bedeute die Knotengruppe von B bzw. B, unter T möge die aus allen in 
den Klassen von E auftretenden B-Elementen bestehende Gruppe verstanden werden. 


Dann kann man B wegen Y,>®, als Restklassengruppe von B auffassen, und es ergibt 
sich genau so wie beim Beweise von Satz 16 T =E; die letztere Beziehung aber ist gleich 
wertig mit Y,,,2®,,,. — Als fast selbstverständliche, aber mitunter nützliche Er- 
gänzung von Satz 17 sei noch hervorgehoben: 

Die Anzahl m der unendlich-zyklischen direkten Summanden von A ist nie größer 
als die entsprechende Anzahl n von A. Für ı* = 1* +1 ist sogar stets m <.n. 


$ 12. Anwendung auf die Galoissche Theorie. 


Es sei N ein über dem beliebigen Grundkörper & abzählbarer !°), Abelscher Normal- 
körper. Alle betrachteten Körper liegen zwischen N und 8. Bei Angaben, die sich auf 
einen bestimmten Ausgangskörper beziehen (Grad von 2%, Gruppe von M usw.), ist, 
sofern nichts anderes ausdrücklich bemerkt wird, stets stillschweigend „über 8‘ zu er- 
gänzen. Der Einfachheit halber möge gleich der primäre Fall betrachtet werden, d.h. 
es möge vorausgesetzt werden, daß der Grad jedes endlichen Oberkörpers € von & eine 
Potenz der Primzahl p darstellt. Es ist dann die Galoissche Gruppe von N eine primäre, 
zur Primzahl p gehörige, kompakte separable Gruppe!°). Wir wollen kurz untersuchen, 
welche Folgerungen sich aus den in unsrer Note bewiesenen Gruppensätzen für den Auf- 
bau von N über 8 ergeben. Dazu brauchen wir zunächst einige körpertheoretische De- 
finitionen. 

Der Körper 3 soll über dem Unterkörper ® zyklisch heißen, wenn von zwei beliebigen 
Körpern £, M zwischen 3 und $ stets der eine im andern enthalten ist; je nachdem ob 
der Grad von 3 über $ endlich oder unendlich ist, nennen wir 3 über & endlich-zyklisch 
bzw. unendlich-zyklisch. Ist N über 8 als direktes Produkt ®!) von endlich oder unendlich 
vielen zyklischen (durchweg endlich-zyklischen, durchweg unendlich-zyklischen) Körpern 
darstellbar, so heißt N zyklisch (endlich-zyklisch, unendlich-zyklisch) direkt ze:legbar. Ein 
Körper MX, über dem R% endlich ist, soll zuM benachbart genannt werden. Gibt es keinen 
zu N benachbarten Körper, so bezeichnen wir N als nachbarnlos. — Man sieht nun zu- 
nächst sofort: 

N ist dann und nur dann endlich- bzw. unendlich-zyklisch bzw. endlich- bzw. un- 
endlich- bzw. beliebig-zyklisch direkt zerlegbar, wenn die Galoissche Gruppe A von R 
endlich- bzw. unendlich-zyklisch bzw. als direkte Summe von endlich- bzw. unendlich- 
bzw. beliebig-zyklischen Summanden darstellbar ist. — Auf Grund dieser Feststellung 
und der gruppentheoretischen Ergebnisse von $ 7—$ 11 kommt man weiter zu den folgen- 
den, keinen besonderen Beweis erfordernden Sätzen: 


*ı) Das Produkt, d.h. der Vereinigungskörper, der endlich oder unendlich vielen Körper N, wird wie üblich 
direkt genannt, wenn für jedes feste » das Produkt N) aller Körper R,(4 + ») mit N, nur den Grundkörper (also, 
sofern nichts anderes ausdrücklich bemerkt, den Körper $) zum Durchschnitt hat. 
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Satz 18. Zwischen N und 8 gibt es stets zwei ausgezeichnete Körper R, und N*. 
N, ist der Durchschnitt aller zu R benachbarten Körper und gleichzeitig der kleinste Ober- 
körper von &, über dem N endlich-zyklisch direkt zerlegbar ist. R* ist der Vereinigungs- 
körper aller über $ nachbarnloser Körper und gleichzeitig der größte Unterkörper von R, 
der über ® unendlich-zyklisch direkt zerlegt werden kann. — Es ist stets RZ=N,2N* > 8. 
AUSN—=N, folgt N, = N*. 

Im Sinne der Galoisschen Theorie ist N, der Knotengruppe E von A, N* dagegen 
der in $11 häufig benutzten Gruppe ®* zugeordnet. ®, soll kurz als der Knotenkörper 
zwischen N und ® bezeichnet werden. 


Satz 19. N* ist stets ein direkter Faktor®!) von N über 8. Es ist R dann und nur 
dann über 8 endlich- bzw. unendlich- bzw. beliebig-zyklisch direkt zerlegbar, wenn N, = 8 
bzw. R=N* bzw. R, = N* wird. 


Satz 20. IstN, #N*, so gibt es zwischen N und N* eine wohlgeordnete Unterkörper- 
kette (T* Ordnungszahl der ersten oder zweiten Zahlklasse) 


N=-MR => >>> u—=N 


derart, daß für eine Nichtlimeszahl o stets N, gleich dem Knotenkörper zwischen D,_, und $, 
für eine Limeszahl o dagegen D,= AN, wird. 
e<o 


Die Ordnungszahl r* möge als die Länge von N über $ bezeichnet werden. — Die 
Körperkette der N, liefert ein für den Aufbau von N über 8 charakteristisches Invarianten- 
system n., (a <ı*, i=1!.2,...);n.„. Dabei bedeutet n,;, die Anzahl der zyklischen 
Körper vom Grade p‘, die h>i einer endlich-zyklischen direkten Zerlegung von N, über 
N,;ı auftreten, während n,. gleich der Anzahl der unendlich-zyklischen direkten Fak- 
toren von N,. über $? zu setzen ist. Aus dem Hauptsatz der kompakten separablen Gruppen 
folgt sofort: 


Hat N über # dasselbe Invariantensystem wie N’ über 8’, so lassen sich die Körper 
zwischen N und $ umkehrbar eindeutig den Körpern zwischen N’ und &’ zuordnen, und 
zwar so, daß diese Zuordnung hinsichtlich der Bildung von Vereinigungs- und Durch- 
schnittskörper einen Isomorphismus darstellt. — Im übrigen ist der Hauptsatz der kom- 
pakten separablen Gruppen für die Galoissche Theorie vor allem deshalb wichtig, weil 
er zeigt, daß die Einführung der Kette der N, wirklich sachgemäß ist, obwohl vom Stand- 
punkt der Körpertheorie aus die Bildung einer aufsteigenden Körperkette näher liegt 
als die einer absteigenden. 


Aus den Sätzen von $ 411 können leicht noch weitere körpertheoretische Aussagen 
hergeleitet werden, die sich im wesentlichen auf die Körper zwischen R und $, ihre Längen 
und Galoissche Gruppen beziehen. Wir verzichten auf die genauere Formulierung, da 
es sich im Grunde nur um eine mechanische Anwendung der Hauptsätze der Galoisschen 
Theorie handelt. 


Dagegen untersuchen wir zum Schlusse kurz die Frage, ob zu einer gegebenen 
Gruppe A stets ein Körperpaar N, 8 existiert derart, daß die Gruppe von N über 8 zu 
A isomorph wird; dabei verschärfen wir die Problemstellung noch durch die Forderung, 
daß N und $ absolut Abelsch, d.h. Abelsch über dem Körper $t, der rationalen Zahlen 
sein sollen. Grundlegend für unsere Überlegungen ist eine Bemerkung über die Struktur 
des größten über $, Abelschen (und dabei gleichzeitig primären, zur Primzahl p gehörigen) 
Körpers X, dem alle im folgenden betrachteten Körperpaare N, 8 entnommen sind. 
Mit Hilfe des Kroneckerschen Satzes, daß jeder endlich-Abelsche Oberkörper von $, ein 
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Kreiskörper ist, sowie mit Hilfe des Satzes von der Existenz unendlich vieler Primzahlen 
in jeder arithmetischen Progression zeigt man leicht #2): 

Die Gruppe Q von X über 8, besitzt eine direkte Zerlegung Q=Z + u, + Z,+:-,, 
wobei Z unendlich-zyklisch ist, während die Z, endliche, in ihrer Gesamtheit nicht ordnungs- 
beschränkte Gruppen sind. 

Aus dem Struktursatz für Q und den Ergebnissen von $ 11 folgt fast unmittel- 
bar der 


Existenzsatz. Zu jeder kompakten separablen Gruppe A gibt es ein absolut Abelsches 
Körperpaar R, 8 derart, daß die Galoissche Gruppe von N über 8 zu A isomorph wird. 

In der Tat, nach Satz 14 enthält Q eine Untergruppe A*, die sich als direkte Summe 
unendlich vieler, unendlich-zyklischer Summanden darstellen läßt, und es gibt nach 
Satz 15 in A* stets eine Untergruppe B* derart, daß A*/B* zu A isomorph wird. Ver- 
stehen wir nun unter 8 bzw. N den zu A* bzw. B* im Sinne der Galoisschen Theorie 
gehörigen Unterkörper von U, so besitzt N über $ eine zu A isomorphe Gruppe. 

Anders liegen die Dinge, wenn wir für $ speziell den Körper der rationalen Zahlen 
wählen. Hier haben wir es nicht mit den Restklassengruppen der Untergruppen von 
Q, sondern mit den Restklassengruppen von Q selbst zu tun, und aus Satz 16 ergibt 
sich sofort der 


Existenzsatz über S,. Über dem Körper $&, der rationalen Zahlen besitzt jeder absolut 
Abelsche Körper eine Länge ı* Ss 2. Dabei kommt der Fall ı* = 2 wirklich vor, es gibt 
also absolut Abelsche Körper, die über $, nicht zyklisch direkt zerlegbar sind ®). 

Der Existenzsatz über 8, kann noch ergänzt werden durch die Feststellung, daß 
ein über $, nicht zyklisch direkt zerlegbarer Körper N* niemals einen nachbarnlosen 
Unterkörper enthält, und daß es stets einen endlichen Oberkörper 8’ von $, gibt, “über 
dem N* zyklisch (und zwar endlich-zyklisch) direkt zerlegbar wird. 

Wichtiger erscheint mir die Bemerkung, daß im Existenzsatz über &, der Körper 
&, ohne Änderung des Wortlautes durch einen endlichen Abelschen Oberkörper ®' ersetzt 
werden kann. Denn die Gruppe %’ von N über #’ ist eine Untergruppe von 
2Q=Z+Z, +Z,+-:-- von endlichem Index, und daraus folgt mühelos, daß Q’ die 
Getat = Z+Z + +Zu, + Zurı + Zure + Zus +: : (Z’ unendlich- 
zyklisch, Z; endlich-zyklisch ((=1,...,m’),m’ < m) besitzen muß), daß also der 
für den Beweis des Existenzsatzes allein wesentliche Zerlegungstypus bei’ genau der 
gleiche ist wie bei Q. 


#2) Ganz elementare Überlegungen! — Die Theorie der Kreiskörper hat schon Dedekind zur Konstruktion 
eines über $, unendlich-zyklischen Körpers benutzt. (Über die Permutationen des Körpers aller algebraischen Zahlen, 
Ges. Werke Bd.2, XXXI, $ 6). 

63) Das bedeutet eine wesentliche Verschärfung des am Schlusse von K. gewonnen Resultats! 

“) Es handelt sich nur darum, zu zeigen, daß für hinreichend großes m die Gruppen Z,, Zu +1, . . . alle in 
Q' liegen; der Rest ist dann eine triviale Bemerkung über Gruppen endlichen Ranges. Gäbe es aber unendlich viele, 
nicht in 2’ enthaltene Z;, so müßte eine der endlich vielen von O verschiedenen Restklassen von Q/Q’ eine Null- 
folge von Q-Elementen enthalten, und das ist wegen der Abgeschlossenheit dieser Restklassen unmöglich. 





Eingegangen 5. November 1940. 





Komprimierte Gitterpunktmengen 
und eine additiv-zahlentheoretische Aufgabe. 


Von Heinrich Tietze in München. 





1. Es gibt mancherlei Beispiele dafür, daß eine Frage bis zu einer gewissen Dimen- 
sionszahl n einen anderen Charakter hat als für höhere Dimensionszahlen. Das zeigt 
sich auch im Folgenden: Der zu beweisende fürn > 3 geltende Satz 2 (Nr. 7) — von dem 
Satz 3 (Nr. 15) und Satz 4 (Nr. 17) nähere Ausführungen sind — ist völlig verschieden 
von dem bekannten für n = 2 geltenden Satz 1 (Nr. 6). 

2. Was zunächst die zu besprechende Frage im zweidimensionalen Fall betrifft, 
so stellt sie sich ein bei Einführung des Begriffs „konjugierter Partitionen‘. Ist m eine 
positive ganze Zahl, so versteht man bekanntlich unter einer Partition X von m nichts 
anderes als ein System positiver ganzer Zahlen X = (a,, ... ., a,) mit der Summe m, wobei 
die Reihenfolge der Zahlen a, unwesentlich sein soll, sodaß man sie der Größe nach ge- 
ordnet annehmen kann: 

412%2:'24>0, 
au +%+'' +a,=m. 
Man zeichne nun in der xy-Ebene die m Gitterpunkte mit den Koordinaten 

(1) 1srsk,isySa, 


und bestimme für jeden der Ungleichung 1 <s A S a, genügenden Wert des Index A die 
Anzahl b, der Gitterpunkte (1), für welche y = A ist, sodaß die Gesamtheit der Gitter- 
punkte (1) auch durch 


(2) 1<ysl,isasb, 
dargestellt werden kann, wenn die Anzahl a, der positiven Zahlen 5, kurz mit / bezeichnet 
wird (analog, wie a, = ist, ist 5, = k). Offenbar ist dann 
,2b2..2b>0, 
bb+b+:': +b,=m. 


Die derart mit Hilfe der beschriebenen Gitterpunktfigur!) gewonnene Partition 
8=(b,,...,b,) heißt dann die zur Partition X konjugierte Partition und diese Beziehung 
ist ersichtlich reziprok, d. h. es ist umgekehrt X die zu ® konjugierte Partition. 

3. Die in Nr.2 auftretenden zweidimensionalen Gitterpunktfiguren haben eine 
charakteristische Eigenschaft, die wir sogleich für eine beliebige Dimensionszahl n 
formulieren wollen. Sei Q die Menge aller Gitterpunkte mit positiven Koordinaten 


1) Siehe G. H. Hardy-E.M. Wright, An introduction to the theory of numbers (1938), $ 19,2, p. 271, 272; 
vgl. auch H. Tietze, Über symmetrische Funktionen von endlich oder abzählbar unendlich vielen Veränderlichen. 
Monatshefte für Mathematik und Physik 49 (1940), Nr. 19, 20, S. 4, 5. 

Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 1. 7 
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&1 +, 2. Eine Teilmenge M von DO möge dann eine komprimierte Gitterpunktmenge 
heißen, wenn mit jedem zu M gehörenden Gitterpunkt X, = (27, . . ., 29) auch alle jene 
Gitterpunkte aus DO zu M gehören, deren Koordinaten x,,...,x, den Ungleichungen 
2% <a,....x, sz genügen?). Es ist klar, daß die in Nr. 2 besprochenen Gitterpunkt- 
figuren, die dazu dienen, zu einer Partition die konjugierte Partition zu gewinnen, die 
Eigenschaft haben, endliche komprimierte Gitterpunktmengen zu sein. Man sieht aber 
auch sofort, daß jede zweidimensionale endliche komprimierte Gitterpunktmenge M, 
wenn m die Anzahl ihrer Gitterpunkte ist, ein Paar einander konjugierter Partitionen 
U, 8 von m liefert: dabei ist a, der größte Wert der y-Koordinate und b, der größte Wert 
der x-Koordinate, der bei einem Gitterpunkt (x, y) von M auftritt und es ist a, (für 
1<x»<k) die Anzahl der Gitterpunkte von M mit x = x, analog b, (für 1 si SI) 
die Anzahl der Gitterpunkte von M mit y = A (wobei b, = k, a, = 1 gesetzt ist). 


4. So wie oben geschildert, kann man nun aus einer beliebigen endlichen Menge 
MD von m Gitterpunkten (wir verbleiben vorerst beim zweidimensionalen Fall), auch 
wenn M nicht komprimiert ist, zwei Partitionen X und ® von m herleiten: u. zw. wieder, 
indem man a, gleich der Anzahl der Gitterpunkte von M mit = x und 5, gleich der 
Anzahl der Gitterpunkte von M mit y = A setzt. Beispielsweise werden so aus der in 
Fig. 1 dargestellten?) Menge von 5 Gitterpunkten die beiden Partitionen X = (2, 1,1, 1), 

8 = (3,2) der Zahl 5 hergeleitet*). 

Y Zu dieser Verknüpfung von zweidimensionalen 
endlichen Gitterpunktmengen M mit Systemen von zwei 
Partitionen X, ® ist aber zu bemerken, daß durchaus nicht 
jedes Paar X, ® von Partitionen derselben Zahl m aus einer 
Menge M von m Gitterpunkten herleitbar ist. Um dies an 
einem Beispiel einzusehen, werdem =5, W = (3, 1, 1), 

Fig. 1. ® = (3,2) gewählt. Daß hier eine zugehörige Gitterpunkt- 

menge M nicht existiert, sieht man einfach daraus, daß 

8 nur zwei positive Zahlen enthält, also nur auf den Geraden y=41 und y=2 

Gitterpunkte von M liegen können; dann ist aber ausgeschlossen, daß auf der Geraden 
x = 1 drei Gitterpunkte von M liegen, wie es wegen a, = 3 sein müßte). 




















Wenn diese erste Bemerkung sich darauf bezieht, daß zu gewissen Paaren von Par- 
titionen derselben Zahl m gar keine Gitterpunktmenge M gehört, so ist noch eine zweite 
Bemerkung zu machen, daß es nämlich auch Paare W, ® gibt, die zu mehr als einer Gitter- 
punktmenge M gehören. Ein Beispiel dafür bildet das Paar von Partitionen A= (2, 1, 1, 1), 
® = (3, 2), das sich nicht nur bei der Gitterpunktmenge der Fig. 1 ergibt, sondern ebenso 
auch bei den in Fig. 2 und Fig. 3 dargestellten Gitterpunktmengen. Da es übrigens 


2) Siehe H. Tietze, Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. II. Komprimierte Gitterpunktmengen, 
Sitz. Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrgang 1940, S.69—131, wo der Begriff „komprimiert“ außer auf Gitter- 
punktmengen auch auf andere Punktmengen ausgedehnt wird. Vgl. auch 1. ec. !), Monatshefte 49, Nr. 22, S.7. 

3) Man beachte, daß der Einfachheit halber in Fig. 1 (desgl. in Fig. 2 und 3) nicht die positiven Halbachsen 
gezeichnet sind, sondern die ihnen parallelen Halbgeraden durch den Punkt, dessen Koordinaten = 1 sind. Ent- 
sprechendes gilt später für die räumlichen Figuren 4, 5, 6. 

4) Natürlich kann es bei beliebigen Mengen M vorkommen, daß unter den Zahlen «a, und 5, auch Nullen 
auftreten und daß die a, und 5, nicht so, wie im Beispiel der Fig. 1, der Größe nach geordnet sich ergeben. Doch 
wollen wir diese für das Wesen der Sache belanglosen Einzelheiten (auf die wir in Nr.5, Anm.?) zurückkommen) 
augenblicklich beiseite lassen. Es werde also angenommen, daß wir vorerst uns auf solche Mengen M beschränken, 
bei denen wie im obigen’ Beispiel für Y und ® die Ungleichungen , >2-.-->24,>0,5,2-.--25,>0 gelten. 

5) Vgl. hierzu H. Tietze, Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. IV, Sitz. Ber. d. Bayer. Akad. d. 
Wiss., Jg.1940, S. 147—166, Sätze 1 und 2, 
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Fig. 2. Fig. 3. 


wie man leicht feststellt, weitere auf A = (2,1,1,1), 8 = (3, 2) führende Gitterpunkt- 
mengen nicht gibt, ist die Anzahl N der Giiterpunktmengen, zu denen die Partitionen 
A und 3 gehören, in diesem Falle gleich 3. 


5. Mit den letzten Ausführungen sind wir bei einer Aufgabe angelangt, die sogleich 
für eine beliebige Anzahl n von Dimensionen formuliert werden soll®). 

(A) Gegeben seien n Partitionen U” = (a”, as’,...,al)) derselben positiven 
ganzen Zahl m. Es wird die Aufgabe B = KW|W’|...| A) gestellt, im n-dimen- 
sionalen Raum eine Menge M von Gitterpunkten mit positiven Koordinaten so anzugeben, 
daß (für jedes v) in der Ebene x, = u genau al’ Gitterpunkte von M liegen. Gefragt wird 
nach der Anzahl N = N(W| W"|...| U”) von solchen Gitterpunktmengen. 


Beispielsweise ist also, wie aus Nr. 4 hervorgeht, 
N (3,1,1|3,2)= 0, N (2,1,1,1|3,2) =3. 
Dabei ist Folgendes selbstverständlich: Wenn man von vornherein von einer n- 


dimensionalen Gitterpunktmenge M, < DO ausgeht und ausihr die Partitionen’, 4”, ..., U” 
herleitet — wo also, wie in Nr. 4 fürn = 2, die Partition X = (a, a), ... ..) gewonnen 


wird, indem man a{ gleich der Anzahl der in der Ebene x, = u liegenden Gitterpunkte 
von M, setzt — dann muß 


NW|W)...| Um) >A 


sein?), da ja die Aufgabe P(W’| W”’|...| X”) sicherlich wenigstens die eine Lösung 
M, hat. 


6. Wie steht es nun in dem besonderen Fall, daß die Gitterpunktmenge M,, von der 
wir ausgehen, komprimiert ist? Es wird sich zeigen, daß die Dinge ganz verschieden liegen, 
je nachdem n=2 oder n>2 ist. 


®) Vgl. 1.c. 11), Nr. 1—8 (dort wird in Nr. 4—6 auch auf allgemeinere Fragestellungen hingewiesen). Wegen 
des Falles n= 2, wo die Zahlen N(X | ®) die in der Theorie der symmetrischen Funktionen auftretende Cayley- 
Perronsche Matrix bilden, vgl. l.c. !), Monatsh. 49, $$ 3—9, 8. 148. 

7) Es ist klar, daß an dieser Aussage, wie überhaupt am Wert von N(W’ |W’ |... |») sich nichts ändert, 
wenn man in einer der Partitionen, etwa in X’, zwei Zahlen, beispielsweise «| und a3, miteinander vertauscht, also 
’ durch 9’ = (a3, aj, a3, ...) ersetzt. Aus jeder Gitterpunktmenge M, die eine Lösung von PA’ |W’ |... |) 
darstellt, erhält man ja eine Lösung M, von BA’ |W”’ |... | A), indem man jeden in der Ebene z, = 1 liegenden 
Gitterpunkt (1, z,,... ., z,) durch den Gitterpunkt (2, z,, . . ., 2,) ersetzt und ebenso jeden in der Ebene z, = 2 liegen- 
den Gitterpunkt (2, 2,,...,2,) durch (1,2,,...,2,). Es ist klar, daß man auf diese Weise jedes Zahlensystem 
A) = (af), a%),...) ersetzen kann durch eines, in welchem die Zahlen a/}’ der Größe nach fallend geordnet sind, 
wobei auch etwaige Nullen unter den alz) nach rechts geschoben und weggelassen werden können. Es ist daher (vgl. 
Anm. *)) auch bei den Systemen von Partitionen A), die aus einer Ausgangsmenge M, hergeleitet werden, erlaubt 
anzunehmen, daß die Zahlen aly) innerhalb der einzelnen Partition der Größe nach fallend geordnet und sämtlich 
positiv sind. 

Wenn man will, kann man (vgl. Nr. 14) eine Partition X natürlich auch als eine unendliche Folge 
nicht-negativer Zahlen auffassen, die von einer gewissen Stelle an alle gleich Null sind. 

7* 
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Nehmen wir einmal n = 2, sei M, eine endliche komprimierte zweidimensionale 
Gitterpunktmenge, m die Anzahl ihrer Gitterpunkte und seien W, ® die zu M, gehörigen 
einander konjugierten Partitionen von m. Es gilt dann der 


Satz 1. Sind WU, ® die aus einer 2-dimensionalen komprimierten Gitterpunktmenge 
M, hergeleiteten (einander konjugierten) Partitionen, so ist 


NA|B=1, 


d.h. es gibt außer M, keine weitere Gitterpunktmenge M, die eine Lösung der Aufgabe 
P(A|B) wäre. 

Dieser Satz deckt sich inhaltlich mit einem an anderer Stelle angegebenen Satz?). 
Man kann seine Richtigkeit leicht wie folgt einsehen, so daß es nicht nötig ist, sich auf 
den ]. c. in etwas anderer Gestalt gegebenen Beweis zu berufen. Beachtet man nämlich, 
daß die Gitterpunkte von M, durch (2) gekennzeichnet sind, so muß es, wenn M von M, 
verschieden sein soll, wenigstens einen Wert y=n (1 <sn=<.a,) geben, für den nicht 
alle Gitterpunkte (1, n), (2, 7), - - -, (b,, 7) zu M gehören. Sei A der größte unter diesen 
Werten n, so daß im Bereich y> 4 die Mengen M, und M sich überhaupt nicht von- 
einander unterscheiden, und sei 5, = x. Sei © die Gesamtheit aller Gitterpunkte der 
Ebene, für welche 1 <x<s x ist. Wir untersuchen die Anzahl der Gitterpunkte von 
M, die zu © gehören. Betrachten wir zunächst diejenigen mit y> A, also die Gitter- 
punkte 


i+i1zsysil 1sısb,; 
für ihre Anzahl B=b,,, + + b, gilt offenbar?) 


B= (a, — 3). 
u=1 


Ist ferner B’ die Anzahl der Gitterpunkte von Mmit1< x < x und y = 4, so gilt (gemäß 
der Festlegung von A) B’<b,= x. Schließlich ist die Anzahl B” aller zu & gehörenden 
Gitterpunkte von M mit y < A höchstens so groß, wie die Anzahl aller Gitterpunkte 
y < A überhaupt, die zu © gehören, es ist also B”’ < »(A— 1). Für die Gesamtheit 
aller Gitterpunkte von M in © erhalten wir somit 


B+B'+B" <a, — ++ mi—1) = 3a, 
Dassteht aber in Widerspruch damit, daß auf jeder Geraden x = u sich a, Gitterpunkte 
von M, insgesamt in © also P) a, Gitterpunkte von M befinden sollen. Damit ist Satz 1 
bewiesen. 


7. Ganz anders verhält es sich fürn >23. Hier gilt der 


Satz 21%). Sein=3. SeiG eine beliebig groß gewählte positive ganze Zahl. Dann 
läßt sich stets eine n-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge M so finden, daß für 
die aus M gemäß Nr. 5 hergeleiteten Partitionen X, W",..., U” die Ungleichung 


NWIA”|...| Am) >G 


8) Nämlich mit Satz (n), 1. c. !), Monatshefte 49, Nr. 40, S. 26; desgl. übrigens auch mit Satz (d), Monatshefte 
48, Nr. 18, S. 496, und damit letzten Endes mit einer bekannten Tatsacheaus der Lehre von den symmetrischen Funk- 
tionen. 

9) Es ist ja B die Anzahl jener im Bereich 1< x< x liegenden Gitterpunkte (z, y) von M,, die zugleich im 
Bereich y > A liegen. 

10) Vgl. die vorläufige Mitteilung in Bayer. Sitz. Ber., Jahrgang 1940, S. 9* (Sitzung vom 6. 7. 1940). 
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güt; d.h. man kann noch mindestens G weitere von Mund voneinander verschiedene Gitter- 
punktmengen M,, . . ., M, finden, die alle auf dasselbe System von Partitionen W', 4, ...,U” 
führen, also sämtlich Lösungen der Aufgabe BA’ | A" |... | A”) sind. 

Es genügt, diesen Satz für n = 3 zu beweisen, was in Nr. 8ff. geschehen soll. Sind 
nämlich M, M;,.. ., M, dreidimensionale Gitterpunktmengen mit je m Gitterpunkten 
— von denen wenigstens eine, etwa M, komprimiert ist — wobei alle diese Mengen auf 
dieselben Partitionen W’, X’, X’ von m führen, so daß also NW’ | A” |W”’)>G ist, 
dann kann man diese Mengen auch auffassen als Gitterpunktmengen eines n-dimen- 
sionalen Raumes mit n > 3, indem man jedem Gitterpunkt (z,, 2,, 23) von M bzw. 
M,M,,...,M,;, noch n—3 weitere Koordinaten =: =2,=1 zuweist. Die 
eine Menge M ist auch bei dieser Auffassung als Menge im R komprimiert. Für jede 
unserer G + 1 Mengen besteht dann jede der Partitionen A®,..., X" aus einer einzigen 
Zahl m und es ergibt sich!!) 


NA U’ W RP]... | AM) = NW |W”|W”’Im|...|m)> 6. 


8. Den Beweis von Satz 2 für n = 3 (wobei wir A, ®,& an Stelle von A’, 4”, a” 
schreiben wollen) werden wir nun in der Weise führen, daß wir für jeden Wert der ganzen 
Zahl R>1 eine Gesamtheit von 2?—g Gitterpunktmengen MV, MP, ..., MP an- 
geben, die sämtlich komprimiert sind und in den zugehörigen drei Partitionen 


(ABIG = (U |B,|C,) 


übereinstimmen, so daß 


(3) NY) 2 
ist12), 

Wir beginnen mit A = 1. Wir gehen aus 
von der durch 

(4) 2+y+zs5 
gekennzeichneten komprimierten Menge $, von 
10 Gitterpunkten"®); es sind das diejenigen Gitter- 
punkte, die in Fig. 4 durch die kleinen schwarz aus- 
gefüllten Kreise @ dargestellt sind). Mit W, ®}, 
€) mögen die zu &, gehörenden Partitionen 
der Zahl 10 bezeichnet werden. Sie sind alle 
einander gleich und gegeben durch 


(5) A, v_ ® _ G = (6, 3,1). Fig. 4. 





11) Dabei ist offenbar NW |’ |" |m|... |m)= NW |W’ |); vgl. hierzu H. Tietze, Systeme von 
Partitionen und Gitterpunktfiguren. I. Rekursionsformeln, Sitz. Ber. d. Akad. d. Wiss., Jahrgang 1940, S. 23—54, 
Gleichung (8) in Nr. 12. 

12) Nebenbei bemerkt werden bei den von uns aufgestellten Gitterpunktmengen MÜ die drei Partitionen 
U, 3, €, einander gleich ausfallen. Sie sind durch die Formeln (37) in Nr. 15 gegeben, während Formel (20) in Nr. 18 
die Anzahl der Gitterpunkte einer Menge M{”) angibt. 

13) Selbstverständlich muß, weil wir nur Gitterpunkte aus O, betrachten (vgl. Nr.8), jede der Koordinaten 
x,y,2=1 sein, eine Bedingung, die wir späterhin nicht jedesmal besonders erwähnen. Hieraus und aus (4) folgt 
übrigens, worauf wir gelegentlich zurückkommen (s. Anm. ®!), 


Max (z, y,2) <3. 
14) Wegen der eingezeichneten, den positiven Halbachsen parallelen Halbgeraden vgl. Anm.»). Der Punkt 
O, hat die Koordinaten (1, 1, 1). 
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Weiter betrachten wir zwei Punktmengen 2! und £? von je drei Punkten, wobei &1 die 
drei Punkte 
P= (1,3, 2), = (2, 1,3, R= (3, 2, 1) 
und Z? die drei Punkte 
U= (1,2, 3, V= (3,1,2, W= (2, 3, 1) 


enthalte). Innerhalb jeder dieser Punktmengen £} erhält man aus den drei Koordi- 
naten eines Punktes der Menge durch zyklische Vertauschung die Koordinaten der beiden 
anderen Punkte!®). 

Wir bilden nun die aus 13 Punkten bestehende Menge WO = 8, +. Da in 
jeder der drei Ebenen = 1, x = 2, x = 3 genau ein Punkt von 1 liegt, ergibt sich die 
zu Mi gehörende Partition X, aus X; durch Vergrößerung jeder Zahl um 1; und da das 
Analoge auch für die Ebenen y = u bzw. z= u gilt (u = 1, 2, 3), so erhält man für die 
zu Mi gehörenden Partitionen W,, ®,, €; gemäß (5) die Gleichung 


(6) A, ._ Bd.= 7 (7, 4, 2). 


Da das über £ Gesagte auch für 27 gilt, so gehören diese selben drei Partitionen (6) auch 
zur Menge M? = 8, + %. Damit sind zwei Mengen MV, MP, die offenbar beide 
komprimiert sind, mit den gleichen zugehörigen Partitionen (6) gefunden, so daß für 
diese Partitionen 

NA I)22 
gilt!”). Damit ist für A = 1 alles Gewünschte nachgewiesen!?®). 


9. Um nun auch für k > 2 die zu Beginn von Nr. 8 genannten Mengen MW zu 
gewinnen, werden wir schrittweise verfahren, indem bei Konstruktion der Mengen Mi’ 
jene Hilfsmengen & und & mitbenützt werden, die zur Konstruktion der Mengen MP, 
dienten. 

Dabei wird eine Aufteilung der Menge aller Gitterpunkte mit positiven Koordi- 
naten auf gewisse „Schichten‘‘ ©, die Beschreibung erleichtern, u. zw. soll un.er ©, 
(für v»=1,2,3,...) die Menge aller Gitterpunkte (x, y, z) verstanden werden, die der 
Bedingung 

Min (x, y,2) = v 


genügen, für die also alle drei Koordinaten > » sind und wenigstens eine = » ist. Aus 
jeder solchen Schicht ©, geht durch die Parallelverschiebung 


(7) !=ı+H1, y=-y+l,.!’=z+1 


die nächste ©,,, hervor. Es sei noch bemerkt, daß alle Gitterpunkte der in Nr. 8 ein- 
geführten Mengen $,, &}, &/ in ©, enthalten sind. 

Da das schrittweise Verfahren zur Herstellung der Mengen MW’, von dem wir eben 
gesprochen haben, seinem Wesen nach schon an den ersten Schritten für Ah=2 und 
h= 3 zu erkennen ist, so mag mit der Beschreibung dieser Fälle begonnen und nachher 
nur kurz der Fall eines beliebigen } nebst den zugehörigen Formeln behandelt werden. 


15) In Fig.4 sind die Punkte von 21 durch kleine innen weiß gelassene Kreise dargestellt (O), jene von 22 
durch gleich große weiße Kreise mit einem kleineren schwarzen Kreis in der Mitte (©). 

16) Für diese Mengen & (A= 1,2) werden wir später, im Rahmen allgemeinerer Betrachtungen, auch die 
Bezeichnung 2}, verwenden, desgl. für $, die Bezeichnung $; .; vgl. (11) in Nr. 12. 

17) Übrigens ist, wie l. c. !!), Nr. 16, nachgewiesen, N(9, | ®, |E) = 2. 

18) Es sei noch für später (s. Anm. %)) beigefügt, daß die Menge &!—= 21-+ 2? gekennzeichnet werden kann 
durch 


x+ y+ 2= 6, Max (z, y,2)= 3, Min (2, y,:)=1, 
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10. Zur Konstruktion der Mengen M/’ im Falle h = 2 soll vorerst auf die in Nr. 8 
eingeführten Mengen $,, 2], &/ die Parallelverschiebung (7) ausgeübt werden; die so 
entstehenden in ©, liegenden Mengen mögen 8, ., %, ., &, . heißen?®). In Fig. 5 sind 
mit P3,Q,, A, die Punkte von %, , bezeichnet?°), d.h. die Punkte, die vermöge (7) aus 
den in Fig. 4 dargestellten Punkten P, Q, R der Menge £! entstehen, ferner mit U,, V,, W, 
die Punkte von 2 a; die vermöge (7) aus den Punkten U, V, W von &? entstehen?*), 

Außer diesen in ©, liegenden Mengen 8, ,, %,., %,. sollen nun noch gewisse in 
©, liegende Mengen 8, „, %, ı, &, ı konstruiert werden. Die Konstruktion dieser Mengen 
kann folgendermaßen beschrieben werden??). Zunächst bilden wir zu jedem Punkt 
(z’, y’,2’) der Menge RW, = 2 +%2+ 8%, den Würfel 

(8) X —1sıse, Yy—-isysy,z!’—1<sz<7; 
die Menge aller Eckpunkte dieser Würfel verteilt sich auf die beiden Schichten ©, und 
©,; die zu ©, gehörenden Würfelecken bilden die Menge N, ,, während die Menge der 
zu ©, gehörenden Würfelecken mit N3 , bezeichnet werde??). Wir betrachten nun die 
Einteilung der Ebene x = 1 in Gitterquadrate von der Seitenlänge 1 und nehmen die 
Menge %, „aller jener von diesen Gitterquadraten, die eine Seitenfläche eines Würfels 
8) sind**) (ihre Anzahl ist 8); es sind das in der Ebene x = 1 alle jene dem Bereich 








12) Von den unteren Indizes weist der erste auf A= 2 hin, der zweite auf die Nummer »= 2 der Schicht 
&,, in der die Mengen liegen. 

20) Diese Punkte von 21 , sind wieder — wie in Fig. 4 die Punkte von &] — durch O markiert (vgl. Anm. 5); 
ferner sind — ebenso wie in Fig. 4 die Punkte von 2? — nunmehr die Punkte von 23, , durch © markiert. Analoges 
gilt auch später von Punkten, die zu einerMenge 2}, bzw. £2, gehören, während Punkte von Mengen $,, so, wie in 
Fig. 4 die Punkte von $,, durch @& markiert werden. 

21) Von den 10 Punkten der Menge $,, , hat in Fig. 5 nur einer, nämlich 0, = (2, 2, 2), einebesondere Bezeich- 
nung. Es ist das derjenige Punkt, der aus dem Punkt 0, = (1,1,1) der Fig. 4 durch (7) hervorgeht. 

22) Wegen einer etwas anderen Art, unsere Mengen zu konstruieren, vgl. Nr. 16. 

2) In Fig. 5 ist nur ein Teil der zu RI, gehörenden Würfelecken sichtbar, da die Figur das Bild wiedergibt, 
das sich bei Betrachtung der als undurchsichtig angenommenen Würfel für einen in genügender Entfernung im 
I. Oktanten befindlichen Betrachter ergibt. 

2%) Von diesen Seitenflächen ist in Fig. 5 wegen der Undurchsichtigkeit der Würfel (vgl. Anm. 2°) keine 
sichtbar. 
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(9) 1<ysu 1sz<sA 


angehörenden 8 Quadrate, unter deren Eckpunkten der Punkt z=1, y=4, z= 4 
nicht vorkommt. Die in z= 1 liegenden Punkte von R , sind nichts anderes als die 
Eckpunkte dieser 8 Quadrate, d.h. es sind alle dem Bereich (9) angehörenden Gitter- 
punkte der Ebene x = 1 mit Ausnahme des Punktes (1,4,4). Nunmehr betrachten 
wir im Bereich y >21, z>1 der Ebene x =1 noch alle jene Gitterquadrate, die we- 
nigstens eine Ecke mit einem der Quadrate aus T,, gemein haben, d.h. alle Quadrate 
mit wenigstens einem zu N, gehörenden Eckpunkt. Zu den vorgenannten 8 Quadraten 
kommen damit noch weitere 7 hinzu und alle zusammen erfüllen den Bereich 


(10) 1<ys5, 1S2S5 


mit Ausnahme des einen Gitterquadrates, unter dessen Eckpunkten der Punkt (1, 5, 5) 
vorkommt. Die Menge aller Eckpunkte dieser 15 Gitterquadrate in x = 1 (anders ge- 
sagt, die Menge aller Gitterpunkte des Bereiches (10) mit Ausnahme des Punktes (1, 5, 5)), 
zusammen mit den auf entsprechende Weise in y = 1 und z = 1 konstruierten Punkten 
heiße N, ,. Dabei ist noch von der Aufteilung der Menge RW, , auf die Teilmengen 8, ı 
und ,, = %, + %. zu sprechen. 

Unter den vorgenannten 15 Gitterquadraten in der Ebene x = 1 gibt es nun zwei 
(es sind das in Fig. 5 diejenigen mit dem Eckpunkt P, bzw. U,), die nur einen einzigen 
zu N}, gehörenden Eckpunkt haben. Lassen wir diese zwei Gitterquadrate weg und 
nehmen wir die Ecken aller übrigen 13 Gitterquadrate?®); dann sollen diese Punkte zu- 
sammen mit den analog in y=1 und in z= 1 konstruierten Punkten die Menge 8, | 
bilden®). Außer Punkten aus $, , gehören dann in der Ebene «= 1 zu W, , nur noch 
die beiden Punkte 


P, uns (1, 5, 4), U, ca (1, 4, 5). 


Sie sind dadurch gekennzeichnet, daß sie einem Gitterquadrat des Bereiches x = 1 
y 21,221 angehören, das mit einem Quadrat aus T, „ genau eine Ecke (u. zw. die zu 
P, bzw. U, diagonal gegenüberliegende Ecke), jedoch mit keinem Quadrat aus 7, , 
eine Seite gemein hat. Aus dem Punkt P, zusammen mit den analog iny=A4undz=1 
konstruierten Punkten 

Q, = (4,1,5), R,= (5,4, 1) 


werde die Menge %; , gebildet; ferner aus U, zusammen mit 
v,= (51,4), W,= (45,1) 


die Menge %,,. (Die Aufteilung dieser Punkte auf die beiden Mengen %; ,, &, erfolgt 
so, daß aus einem Punkt einer dieser Mengen die beiden übrigen durch zyklische Ver- 
tauschung der Koordinaten entstehen.) 

Aus den 5 Mengen , = %ı + rn %» %r %ı, %,, sollen nun die Mengen 
MY) gebildet werden, indem zu der (offenbar komprimierten) Menge $, sowohl eine der 
beiden Mengen % , als auch eine der beiden Mengen 2}, hinzugenommen wird. Das 
ist auf 2?—= 4 Arten möglich. Ersichtlich ist jede der so gebildeten Mengen MN», MP, 
MP, MP komprimiert. Auch gehört zu allen vier Mengen dasselbe Partitionen-Tripel 
(U, | 8, | &,), wie z.B. für die Partition 9, daraus hervorgeht, daß einerseits sowohl 


2) In Fig. 5 sind diese Punkte, soweit sichtbar (d. h. soweit sie nicht durch die Würfel (8) verdeckt sind; vgl. 
Anm. 2°), 24)) durch kleine, innen schwarze Kreise @ dargestellt. 

20) S,,, läßt sich, wie man sieht, durch 
z2+y+2=9, Max (z,y,2) sd, Min(z,y,2)=1 


kennzeichnen. 
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2. wie &%, in jeder der Ebenen = 2, 2=3, r—=4 genau einen Punkt aufweist, 
andererseits sowohl %ı wie %ı genau einen Punkt in jeder der Ebenen x = 1,2=4, 
zmd, 

Somit hat man 

N% | 8 |&) > 4. 
Dabei ist, wie man leicht abzählt, die Anzahl m, der Punkte einer Menge Mi gleich 
68 und 
A, = B, = EC, = (23, 16, 13, 10, 6). 

Damit ist auch für A = 2 alles Gewünschte geleistet. 

11. Es ist leicht zu sehen, wie das Verfahren für wachsendes h weitergeht. In 
Fig. 6 ist noch der Fall k = 3 dargestellt. Hier enthalten die Schichten ©, und ©; jene 


I} 


P, 


er. 


MER 
N 
w 
; 

N] 























Gitterpunktfigur, die aus der Fig.5 durch die Parallelverschiebung (7) entsteht. Aus 
O, wird O0, = (3, 3,3), aus den Punkten ?,, P, der Fig.5 werden die Punkte P,, P, 
der Fig.6, usw. Die aus 8, „ bzw. g, „ bzw. . durch (7) entstehende Menge heiße 
8, .41, bzw. © „ı., bzw. &,;1,(» = 1,2). Zu jedem Punkt (z’, y’, 2’) einer dieser Mengen 
3,»417 23,48 werde der zugehörige Würfel (8) konstruiert ?). 
Zu der so gewonnenen in ©, und 6, liegenden Gitterpunktfigur treten nun in ©, 
(d.h. in den Ebenen = 14, y=1, z= 1) neue Punkte hinzu. Es sind das einmal die 
nunmehr in Fig. 6 mit P,,Q@,, Rı und U,, V,, W, bezeichneten Punkte; die Menge der 
erstgenannten drei Punkte heiße 2; ,, die der anderen % ,. Es sind das ferner alle Eck- 


27) In Fig. 6 sind, soweit sie nicht durch andere verdeckt werden, diese Würfel dargestellt, die dabei wieder 
als undurchsichtig angenommen werden (vgl. Anm. 29). 
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punkte eines jeden Quadrates, von dem wenigstens zwei Ecken zu N}, gehören, wenn 
mit N3,, die Menge aller in ©, liegenden Ecken der vorgenannten Würfel bezeichnet 
wird?®); die Menge dieser Punkte (soweit sichtbar sind diese Punkte in Fig. 6 ebenso 
wie die Punkte von $,, und S,, mit @ markiert) heiße 8,,. Aus den 7 Mengen 
Bet Rat Ra ,und},(v= 1,2,3; = 1,2) werden dann die 2?=8 Mengen 
WER ++ ES 

gebildet (jedes A, = 1 oder 2), die sämtlich komprimiert sind und alle dasselbe Partitionen- 
tripel (9, | ®, | €,) ergeben. 

Man hat somit 

N; | DB; | &;) S 8, 
wobei man übrigens die Anzahl m, der Punkte einer Menge MY gleich 189 und 
A, = B, = C, = (47, 36, 29, 26, 23, 18, 10) 
findet. 

12. Es ist klar, daß sich das geschilderte Verfahren beliebig fortsetzen läßt, womit 
für die sich ergebenden Partitionen-Tripel (W,|%,|€,) die Ungleichung (3) nachge- 
wiesen und der in Nr. 8 angekündigte Beweis von Satz 2 erbracht ist. Wenn wir gleich- 
wohl auf das rekursorische Verfahren zur Konstruktion der Mengen 8, &, 1s»<sh; 
A=141,2) nochmals für beliebiges k zurückkommen, so ist es, um der Vollständigkeit 
halber allgemeine Formeln für die Anzahl m, der Gitterpunkte einer Menge Mi’ sowie 
für die zugehörigen Partitionen W,, ®,, C, zu gewinnen (s. unten die Formeln (20) und 
(37)) und dadurch zu der in Satz 3 (Nr. 15) gegebenen präziseren Zusammenfassung 
unserer Überlegungen zu gelangen. 

Bei unserem Verfahren treten die Mengen $,, %, 1s»sh; A=1,2) nebst‘ 


= u +% 4, = & 2, und 9, = B> 8, (kh>1) und außerdem noch für h>2 


gewisse mit N,(1 S v» S h) bzw. N, bezeichnete Mengen auf. Die drei Punkte der Menge 
8, bzw. 8, werden mit P,,Q,, R,, bzw. U,, V., W,, bezeichnet®). Für k = 1 sind 
die Mengen 8, ,, %,1, &,, vermöge 

(11) 8,1 = 8, &,ı ; %, 1 = 
erklärt (vgl. Nr. 8, Anm. 16). 

Das Verfahren zur Konstruktion der Mengen $,,%;, für ein >22, wenn die 
Mengen $,_,,,, &_,,, und damit $,_,, 2,_, schon bekannt sind, verläuft dann folgender- 
maßen. Zunächst wird die Menge R,_, = 8,_ı + &,-ı der Parallelverschiebung (7) 
unterworfen; aus 8, _,,_ı bzw. &%_,,_, entstehe dadurch die Menge &,, bzw. &,, 
(2<»sh), womit auch 2&, =, +% und N,= 8, +8, für 2Sv<sh ge- 


h 
wonnen ist; EN ist die aus 8,_, + 2,_, vermöge (7) entstehende Menge. Nunmehr 


wird die Menge NR}, aller jener in ©, liegenden Gitterpunkte (x, y, z) gebildet, für die 
es wenigstens einen den Ungleichungen z < x’, y<y’, z< z’ genügenden Gitterpunkt 


(x’, y’,2’) in ER, gibt®°). Durch vollständige Induktion wird sich ergeben, daß die in 


28) Anders gesagt wird NO , von den Ecken aller jener in den Ebenen z= 1, y= 1, 2= 1 liegenden Gitter- 
quadrate gebildet, die beispielsweise in der Ebene z= 1 dem Bereich 1<S ys6, 1<S2z< 6 angehören und unter 
deren Ecken der Punkt z= 1, y= 6, z2= 6 nicht vorkommt. Es sind das in der Ebene = 1 (und ebenso in jeder 
der Ebenen y= 1 und 2= 1) 24 Quadrate, wobei die Menge dieser Quadrate T,, „ (bzw. T;, , bzw. 2, ,) heiße. 

2) In den Fig. 5 und 6 ist bei der Bezeichnung dieser Punkte der erste Index h = 2 bzw. h= 3 weggelassen, 
also in Fig. 5 beispielsweise P, und P, statt P,, , und P,, . geschrieben. In Fig. 4 sind beide Indizes k= » = 1 weg- 
“ gelassen, es ist also z.B. einfach P statt P,,, geschrieben. 

30) Diese Erklärung von RL, deckt sich mit der (oben für A= 2 und h= 3 verwendeten) Erklärung mit Hilfe 
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der Ebene x = 1 liegenden Punkte von R%, nichts anderes sind als alle dem Quadrat 
1sys2, 1sz<s2h 

angehörenden Gitterpunkte mit Ausnahme des Punktes (1, 2, 2h) und daß dieiny=1 
bzw. z = 1 liegenden Punkte von N, analog charakterisiert sind (für A = 2 trifft diese 
Behauptung gemäß (9) zu). Nach der Konstruktion von NR}, werden nun im Bereich 
y=Z1,2z21 der Ebene x = 1 alle jene Gitterquadrate gebildet, die wenigstens einen zu 
N, gehörenden Eckpunkt haben. Dem eben Gesagten gemäß sind das alle Gitter- 
quadrate des Bereiches 

(12) 1sys2ı +1 1Aszs2ıhı+1 
mit Ausnahme des Quadrates 

(13) 2hsys2ah+ti,2hszs2h+i. 
In die Menge N, = 8, + 2, werden dann außer den Punkten von P N,, noch alle Eck- 


punkte der genannten (2k)®—1 Gitterquadrate in = 1 und ebenso die Eckpunkte 
der entsprechenden Gitterquadrate in y = 1 und z = 1 aufgenommen (die Menge dieser 
in ©, liegenden Punkte heiße N,,, wobei über die Zuteilung dieser Punkte zu $, und $, 
noch zu reden ist), woraus schon hervorgeht, daß die beim nächsten Schritt gebildete 
Menge NR; ;,,ı beispielsweise in der Ebene x = 1 alle Gitterpunkte 
ısys2ıh+2, 1szs2h+2 

mit Ausnahme von (1, 2 + 2, 2 + 2) umfaßt, so daß unsere Behauptung über RS, 
durch vollständige Induktion bewiesen ist. Was nun die Gitterquadrate des Bereiches 
(12) mit Ausnahme von (13) betrifft, so haben zwei von ihnen, nämlich 

(14) 2hsys2h+1, 2ı—1<sz<s2h 
und 

(15) ıh—isys2h Aszs2h+i 
nur einen zu N%, gehörenden Eckpunkt, alle anderen wenigstens zwei. Die Eckpunkte 
aller dieser anderen in x =1 liegenden Gitterquadrate nebst den entsprechenden in 
y = 1 und z = 1 sollen die Menge $,, bilden. Hingegen soll der Punkt P,, = (1, 2 +1, 2h) 
(Eckpunkt des Quadrates (14)) zur Menge £}, und der Punkt U,, = (1, 2h, 2h + 1) (Eck- 
punkt des Quadrates (15)) zur Menge £%, genommen werden; nimmt man die analog 
in y=4 und z = 1 gewonnenen Punkte hinzu, so besteht £;, aus den Punkten 


(16) Pa = (1,2h + 1,2%), Qu = (2h,1,2h +1), Ry, = (2h + 1, 2, 1) 
und £;, aus den Punkten 
17) Un=(4,2h,2h +1), Vu =(2h +1,1,2h), Wu = (2h,2h + 1,1). 
h 
Schließlich ist 8, = 2 nr a a + a > 3 &,,. Damit ist das rekursorische 
Verfahren am Ziel angelangt®!). 


h 
aller Würfel (8), für welche (z’,y',2’)zu 5 R,, gehört: N}, ist dann die Mengealler in ©, liegenden Eckpunkte eines 
dieser Würfel. .. 

31) Durch vollständige Induktion ergibt sich dabei, daß sich kennzeichnen lassen: 8 ,,, bzw. &,,, bzw. Ry,, 


bzw. Re, durch 


z+y+zs Al Max (z, y,2)< B„, Min(s,9y,2)= », 
bzw. z+y+z= 4A,, Max(z,9,2)=B, Min(z,9y,2)= », 
bzw. z+y+2SA,, Max(2,y,2)<B,, Min(z,y,2)=», 
bzw. x<+y+zs4h, Max(z,y,2)<s2h, Min (2, y,2)=1, 
wenn gesetzt ist 

4A,= 4h—v+ 2, A,= Ak,+ 1, By = &h—v+ 2; 
vgl. hierzu (4), sowie Anm. 1), 18) und 2*). 
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13. Die Menge der in x = 1 liegenden Punkte von X, = 8, + 2, besteht aus allen 
Gitterpunkten des Quadrates (12) mit Ausnahme des Punktes (1, 2 + 1, 2h + 1), um- 
faßt also (2% + 1)? — 1 Punkte. Sehen wir von Punkten ab, die auf den Geraden x =1, 
y=Aundx=1,z= 1 liegen, so verbleiben (2)? — 1 Punkte. Um daraus die Anzahl 
aller in ©, liegenden Punkte von N, zu gewinnen, beachten wir, daß auf den 3 Geraden 
(«=1,y=4),(2=1,2=1), (y= 1, z= 1) zusammengenommen 1 + 3 - (2) Punkte 
von N, liegen®?); außerhalb dieser Geraden liegen aber in jeder der 3 Ebenen 2 =1, 
y=1 und z=1 nach dem eben Gesagten je (23)? — 1 Punkte von N,, so daß in ©, 
insgesamt 

3((2R)? — 1) +3: (2) +1 = 12h? +6h—2 
Punkte von R,= 8, + 2, und daher 12%? + 6% — 8 Punkte von 8, liegen. Daher ist, 
wenn m; die Anzahl der Punkte von 8, und m, die Anzahl der Punkte irgendeiner der 


2% Mengen 


Y) : ’y 
BT K, ” = LU 


bezeichnet, 
(18) mi — mj_, = 12h’ +6h—8 (h22), 


woraus wegen m? = 10 (vgl. Nr. 8) 

(19) my = 4h? + 9h? — 3h 
und 

(20) m, = 4h? + 9h? 
folgt. 

14. Wird mit (W% | B% | &) bzw. (A, | ®, | €,) das zu 8, bzw. das zu einer Menge 
MY) gehörende Partitionen-Tripel bezeichnet, so ist natürlich 

%=-%=-& ud == 6, 
Es sei 
= (a) = la A». -) 

wobei wir die Partitionen W}, A, als unendliche Folgen nicht-negativer Zahlen, die von 
einer gewissen Stelle an gleich Null sind, geschrieben denken (vgl. Anm. ?), letzter Ab- 
satz). Wir beginnen damit, die Zahlen af, zu bestimmen. Zunächst folgt aus Nr. 12 

(21) a,=0 für „>2h +1 
sowie 

(22) a, = (2h + 1)? — 3, 
da in der Ebene x = 1 von den Gitterpunkten des Bereiches (12) alle bis auf 3 zu $, 
gehören®). In jeder der Ebenen x = » mit 2<S » s 2h + 1 hat man zu unterscheiden 
zwischen den in den Schichten ©, bis ©, befindlichen Punkten von $,, deren Anzahl 
offenbar gleich a}_,,_, ist, und den Punkten von $, in ©,, deren Anzahl vorüber- 
gehend e,, heiße, so daß wir 


(23) a}, — 1-1 + en (2 s v 2 2h + 1) 
haben. Nun ist offenbar 


2) Jede dieser Geraden enthält 2%A-+ 1 Punkte von N,, wobei der Punkt (1,1, 1) allen 3 Geraden gemeinsam 


angehört. 
®) Von diesen drei Punkten gehören P,, und U, zu ,, während der Punkt (1, 2%-+ 1, 2h + 1) weder zu $, 


noch zu 2, gehört. 
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(24) „= 2d,-1 2svsı+1) 
wenn d,, (für» >21) die Anzahl der Punkte von ®, auf der Geraden x = », y = 1, des- 
gleichen jene auf der Geraden x = », z = 1 bedeutet) (denn die fraglichen e,, Punkte 
müssen entweder auf der einen oder auf der anderen dieser Geraden liegen, wobei der 
Punkt (», 1,1) zu beiden gehört). Wegen der Symmetrie unserer Figuren gegenüber 
beliebigen Vertauschungen der drei Koordinaten ist aber d,,auch die Anzahl der Punkte 
von $, auf der Geraden z=1, y = »v, woraus 
d, =-ı+1fürisvsıh—1, 
(26) hu 2a, 
do = 2h—1 





und daher 
(27) u =-%,MitrA+ifü2svsıh—1, 
(28) a),on = 4,01 + %—1, 
(29) ar = Gm + Ah—3 


folgt®®). Durch die Formeln (21), (22) (für A >21) sowie die Rekursionsformeln (27), 
(28), (29) (für A > 2) sind die Zahlen a}, eindeutig festgelegt, wenn man noch gemäß 
(5) die Werte af, =3, af, = 1 heranzieht. Man gewinnt daraus leicht die folgenden in- 
dependenten Formeln ®®): 


(33,1) as, = 2(h— v)? + 5(h—») +2? +3h +1 für 1 svsh+1 (hi), 
(3,2) & = —Ah—v)?—5(h— ») + 2h? +3h—8fürk +2<sv<s2h (h>22), 
(33,3) day =4h—3 (hi), 

wozu für »> 2% + 1 noch (21) zu beachten ist. 


15. Um aus den Zahlen aj, die Zahlen a,, zu bestimmen, brauchen wir noch die 


Anzahl /,, der Punkte von B> 8% in jeder der Ebenen x = »; es ist dann 
u= 


(34) a,=a,+1,; 
da es gleichgültig ist, wie wir die einzelnen A, wählen, betrachten wir beispielsweise die 


%) Gleichung (24) soll für »—= 1 zur Definition von e;, dienen, so daß 

(25) = 2d,—1für1svsıh+1l 
gelten soll, wobei aber e,; durchaus nicht die Anzahl der in z= 1 liegenden Punkte von $, bedeutet. 

35) Natürlich ist 

(30) a, = ty = 2, 3), 
ferner 

2h+1 

(31) ayı u zZ Ay 
und (für A>1, wenn m; = 0 gesetzt wird) 

(32) m, — mi _ı = %afı — en) + Hd —1)+1= Kai —dAı)+1, 
woraus gemäß (26) einmal (22) und dann (18) bzw. (19) wieder gewonnen werden kann. 

3) Die in (33, 1) bzw. (33, 2) für a}, gegebenen Formeln zeigen die Gestalt, die sich am besten eignet, um zu 
sehen, daß die Rekursionsformeln (27), (28), (29) erfüllt sind. In anderer Hinsicht bequemere Gestalten sind 

a,= 4? —1— (vr — 2) (dh— 27 + 1)= (dh— + 2? + 2 — vr —3 
bzw. 
a,= (?h— v + 2) (9% —1)— 6 

an Stelle von (33,1) bzw. (33, 2). 
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Menge % = & &,., die aus der Gesamtheit aller Punkte U,, VW. sush) be- 
nu= 
steht, deren Koordinaten, wie man aus den Überlegungen von Nr. 12 erkennt, durch 
U,=(,2h—u+1, 2—u+2), 
(35) V„=(2h—u+2 ,2h—u+N), 
W„=@h—u+1,2h—u+2, u) 
gegeben sind?”). Wie man sieht, liegen von diesen Punkten: 
in jeder der Ebenen x = » für 1 S»Shnur der eine Punkt U,,, in der Ebene 
z=h+1 nur der eine Punkt W,,, in jeder der Ebenen =» fürk +2<s vs 2h die 
beiden Punkte W, 4, _, und V,s1:5_,, schließlich in der Ebene x = 2h + 1 der eine 
Punkt V,,. Sonach ist 
(36) „=1fürisvsh+ilundv=2ıH+1, 
„=2 für h+2<svs2h 
(für A=1 entfällt die zweite dieser Formeln), während 
„=0 für v»>2h+i1 
ist. Gemäß (33), (34) und (21) folgt daraus 
(37,1) a,=Ah— v)”? +5(h—v) +2h?+3h+2= 
= 4h? — (v»— 2) (4h— 2» +1) fürisvsh+i1l(hzid), 
(37, 2) a, = — Mh — v)? — 5(h — ») + 2? + 3h—6 = 
= (2h—v+2)(2»r—1)—4 fürk +2svs2h (h22), 
(37, 3) Q,,2%+1 ver ah ee 2 (h = 1), | 
(37, 4) a,=0 fürv>2h +1. 
Damit sind die Partitionen X und 4, ermittelt und wir haben den 
Satz 3. Wird für eine natürliche Zahl h die Zahl m, gemäß (20) und die Partition 
U, = (Ay, App, - - :) der Zahl m, gemäß (37) bestimmt, so gibt es wenigstens g = 2* kompri- 
mierte Gütterpunktmengen Wi, Mi”, ..., Mi so, daß für jede dieser Mengen das zu- 
gehörige Partitionen-Tripel (A| B|EC) durch 
A=- N, B=-,C=- N 
gegeben, somit 
NL IW)>2* 
ist. 


16. Man kann die Konstruktion der Mengen Mi” noch etwas anders beschreiben, 
als in Nr. 8—12 geschehen, und damit eine kleine Erweiterung des Satzes 3 verknüpfen 
(vgl. Nr.17, Satz 4). Dabei werde, wenn M irgendeine Menge von Gitterpunkten 
(x’, y’, 2’) mit positiven Koordinaten bedeutet, unter k(M) die Menge aller Gitterpunkte 
(x, y,2) von der Art verstanden, daß für wenigstens einen Gitterpunkt (x’, y’, 2’) aus 
M die Ungleichungen 


0<ıse, O<ysy, 0<z<sz 


gelten; es ist dann k(M) die kleinste komprimierte Gitterpunktmenge 2 M; es ist KM) 
endlich, wenn M endlich ist. Ferner werde, wenn & eine endliche komprimierte Gitter- 


#7) Man beachte (17) und daß U,,, Ya. Wa, durch („— 1)-malige Anwendung der Parallelverschiebung (7) 
aus U,—.H, 1» Va—a+1,1 Wa-u+1,1 hervorgehen. 
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punktmenge ist, mit & = &(8) der Durchschnitt aller Mengen M bezeichnet, für welche 
KM) = .K ist, wobei, wie man leicht feststellt, k(E) = 8 gilt®®). 
Sind nun 8,, 2, 2}, so wie in Nr. 12 definiert, so ist leicht zu sehen, daß die Menge 


(38) De ee 
komprimiert ist und mit der Menge £, in der Beziehung 
(39) N, = k(R,) 


steht. Außerdem hat die Menge 2, die Eigenschaft — sie möge vorübergehend als Un- 
abhängigkeits-Eigenschaft (U) bezeichnet werden —, daß für zwei verschiedene Punkte 
(z’,y',2’) und (z”,y”,z”) von 2, niemals alle drei Ungleichungen z’< x”, y’ <y”, 
2’ < z” gelten; daraus folgt, daß jede Menge M, für welche k(M) = N, ist, notwendig 
alle Punkte von 2, enthalten, daß also &(R,) = 2, sein muß. Zugleich sieht man®®), 
daß jede Menge, die aus N, durch Weglassen von 2, oder einer Teilmenge von £, ent- 
steht, selbst komprimiert ist. 


Das Gesagte zeigt, daß man die Definition unserer Mengen damit beginnen kann, 
daß man zunächst die Punkte P,,, Qy., Rı, bzw. U, Van Wi, durch Angabe ihrer Koordi- 
naten“°) einführt und aus diesen Punkten die Mengen &,, bzw. 8, bildet („u =1,..., h). 


Au = Z &.(4= 1,2) und 2, = % + % gewinnt man dann N, vermöge (39) und 
= 
K, vermöge (38). 


17. Das zuletzt gegebene Konstruktionsverfahren kann man dadurch abändern, 
daß man für P,.»- +, W„, etwas andere Punkte nimmt®!). Verstehen wir unter i eine 
der Zahlen 0, 1, 2, so werde 


Put) = (u, 2h—u+23,(h—ult+u+ti) 


gesetzt; dann entspricht unser bisheriger Punkt ?,, dem Fall ?i=2. Man kann aber 
ganz ebenso wie fürt = 2 auch für t = 0 oder 1 zunächst aus P,, = P,,(t) durch Ver- 
tauschung der y- und z-Koordinate einen Punkt U,, und aus diesen beiden Punkten 
durch geeignete zyklische Vertauschungen der Koordinaten die Punkte Q,, R,, bzw. 
Va Wi, gewinnen*?). Damit hat man die Mengen %, &%, und kann mit ihnen wie oben 
Nr. 16) die Mengen N, und $, bilden. Wieder erhält man g = 2* Mengen 


38) Wegen der hier hereinspielenden Begriffe der „komprimierten Füllung (Hülle)“ kt) und der Eckpunkt- 
menge &($) bzw. Deckungsmenge D(R) vgl. Bayer. Sitz. Ber., 1.c. 2), wo auch (Nr. 16) der analogen Begriffe für 
konvexe Mengen gedacht ist. 

3) Im Einklang mit allgemeinen Tatsachen über komprimierte Mengen und ihre Deckungs- (Eckpunkt-) 
Mengen. . 

4) Vgl. (35); die Koordinaten von P,@ru, Br, werden aus denen von Up, Way Vu durch Vertauschung der 
zweiten Koordinate y mit der dritten z erhalten. 

41) Mit den derart im Folgenden besprochenen Abänderungen gelangt man zu g= 2% komprimierten Gitter- 
punktmengen MV,..., MP mit weniger Gitterpunkten, als die in Satz 3 genannten Mengen MI) (nur fürh=1 
sind die Mengen m, m) dieselben wie die in Nr. 8 beschriebenen). Auf diese Beispiele, die also bezüglich der An- 
zahl m, der Gitterpunkte sparsamer sind, bin ich erst später gekommen, als die Figuren 4—6 schon gezeichnet waren. 
Der im Folgenden durch t= 0 gekennzeichnete Fall liefert die zierlichsten, der im Vorangehenden in den Figuren 
4-6 dargestellte Fall (= 2) die massivsten Figuren, die übrigens von allen drei Fällen t= 0,1,2 die einfachste 
Beschreibung des schrittweisen Aufbaues (vgl. Nr.9—12) gestatten. 

#2) Wegen u<(h—u)t+ u +1<2h—u+ 2 liegen diese Punkte in der Schicht ©, (u. zw. P,, und 
Uy„inz= u, Q, und V,„in y= u, R,, und W,„in 2= u) und es hat die ausihnen gebildete Menge 2, die inNr. 16 
erwähnte Unabhängigkeitseigenschaft (U), die, wie leicht zu sehen, auch der Menge &, = Z2,, zukommt. 
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h 
Mr = 8, + = gr. 
An die Stelle von (20) und (37) treten dann (bei t = 0,1) für m,(t) bzw. a,,(t) die Formeln #) 


(40) m,(0) = 2h8 + 5 (15h +7) 


(41) m,(1) = 3° + 5 h(15h + 5) 


(42, 1) a,,(0) = 2h? + 5h 

(42, 2) a,(0) = 24? +5h— vr —1)—1für2svsh+i 

(42, 3) a,(0) = (2h— »)? +62h—») +7 fürh +2 svs2ahti 
(42, 4) a,(0)=0 fürv> 2ıh+1 

(43, 1) a,(1) = 3h? + (6 — 2v)h +»? — 3 +2 fürisvsh 

(43, 2) ,,n+1(4) = 2h? + 2h 


(43, 3) a,4)=h®+2h—(r—h—1]? = 
W—1)AAh—v +1) + lürh +2 <SvsıhH+i 


(43, 4) a,4)=0fürv»> AHA, 


und aus Satz 3 wird 


Satz 4. Wird für eine natürliche Zahl h die Zahl m, gemäß (40) bzw. (41) und die 
Partition WU, = (a,,, Ga, - - .) der Zahl m, gemäß (42) bzw. (43) bestimmt, so gibt es wenigstens 
g = 2” komprimierte Gitterpunkmengen Wi, MP, .. ., Mi so, daß für jede dieser Mengen 
das zugehörige Partitionen-Tripel (U|B|E) durch = B=E= N, gegeben, somit 
NW WI|W)S2 is. 


4) Bei der Berechnung treten an Stelle von (36) die Formeln 
11(0)= 1, 1,,(0)=2 2 svSshfür h22), 
„(O)=1(h+1srsıhH+l), 
„A)=1(1svr<sh, arHıll)=h, 
„WA)=1(h+2ssHh+N) 
und an Stelle von (26) für die ebenso wie in Nr. 14 definierten Zahlen d,, die Formeln 
4,(0)= 2h+2—r 1SrS2), 94) =1, 
d4,(0)= +3 —» B<Sv<H für h>2), 
d,4)=2h+1(1svSh), duarıll)= 2%, 
d,()=h+1(h+2<Sv SH für h>2), d,arıll)=h. 
Gemäß (25), (31), (32), sowie (30) und (23) erhält man dann Formeln für m$(t) — m} _ı(t) und aj,(t), woraus sich gemäß 
my(t) = mit) + 3h und (34) die Formeln (40) bis (43) ergeben. 


Eingegangen 10. Januar 1941. 





Zur anschaulichen Geometrie 
der Tangentenfläche einer Raumkurve. 


Von Gerhard Grüß in Freiberg (Sachsen). 





Die Eigenschaften der Tangentenfläche einer Raumkurve C sind, wie es scheint, 
bisher nur für den Fall untersucht worden, daß die Krümmung von C überall von Null 
verschieden ist. Dann besteht die Tangentenfläche bekanntlich aus zwei Mänteln, die 
längs C als Rückkehrkante zusammenhängen. Nur in der „Anschaulichen Geometrie‘ 
von Hilbert!) habe ich eine kurze Bemerkung über die Gestalt der Tangentenfläche 
einer Kurve gefunden, deren Krümmung in einem bestimmten Punkt verschwindet. 
Es heißt dort: „Geht man dagegen von Kurven mit Wendepunkten aus, so besteht die 
Tangentenfläche im allgemeinen aus vier Blättern, die im Wendepunkt zusammenstoßen 
und von denen zwei längs der Wendetangente zusammenhängen“. Dieser, wie mir scheint, 
leicht mißzuverstehende Satz dürfte kaum ein deutliches Bild vom Verlauf der Tangenten- 
fläche in der Umgebung der Wendetangente vermitteln, und deshalb soll die Hilbertsche 
Darstellung im folgenden ausführlich kommentiert und ergänzt werden. 

1. Hauptnormale und Schmiegungsebene von C in einem besonderen Kurvenpunkt. 
Es sei 

2= x) 

die Vektorgleichung der reellen Raumkurve C, s ihre Bogenlänge und r’(s) =t ihr Tan- 
genteneinheitsvektor. x(s) wird als regulär vorausgesetzt, die Windung x von € sei über- 
all positiv und habe eine positive untere Schranke #,. Wenn die Krümmung k(s) = | r”(s) | 
von Null verschieden ist (gewöhnlicher Punkt von C), stellt n= r”(s):k(s) den Haupt- 
normalenvektor dar, und die Ebene (r—r, t, n) = 0 ist die Schmiegungsebene von € 
in dem betreffenden Punkt x(s). Diese Formeln versagen, wenn r”(s) = 0 ist; das sei 
im Punkt P*, s = s* (besonderer Punkt) der Fall, und zwar sollen dort außer r’’(s) auch 
die höheren Ableitungen des Ortsvektors r(s) nach der Bogenlänge s verschwinden bis 
zur Ordnung n —1 einschließlich: 

(A) 2” (s*) = 2) = - = Feder) = 0, Fm(st) +0; 

n 3 soll die Ordnung des besonderen Punktes ?* heißen. Indem man die Identität 
t%?(s) = r’(s)?= 1 (n— 1)-mal differenziert, erhält man 

2r7% gan un — 0 
und mit Rücksicht auf (1) 2r’(s*)xi”(s*) = 0. Da die Vektoren r’(s*) und x” (s*) nicht 
verschwinden, steht x(”(s*) auf r’(s*) = t* senkrecht, der zugehörige Einheitsvektor 


(2) E(s*):| 2 (s*) | = n* 


!) D. Hilbert und S. Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie, Berlin 1932, S. 183. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 2. 
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stellt also einen Normalvektor von C im Punkt P* dar. Man darf aber n* sogar als Haupt- 
normalenvektor in s* bezeichnen, weil erstens lim n = + n* gilt und weil zweitens die 
> 


Vektoren n* und t* die Schmiegungsebene von C in s* aufspannen. Das erste ergibt 
sich folgendermaßen: Aus 


























sr)n—2 — ctin— 
£'(s) = rm (s*) u I + int) (s*) +... 
folgt 
k%s) = (20)? = (ne ZT 4 dmg ENT L... 
u (n— 218 r— In — N! ’ 
also 
— |yim Nu ul uote 1 ENSH)ErFN(s*)s—s* UHR 
(3) k(s) = ri s*)| En m yı +3 RE) ei +... 
und daher 
ET", u = ee 
‚.ro__ aa + Bl ze] 
k(s) a ee 2 ni(s* gr+V(s*) Aaaa.id Der N 
a lt en mat) 
Daraus erhält man sofort 
lim n(s) = = an = n*, wenn n gerade ist; P* soll dann Flachpunkt von C heißen; 
lim n(s) = + n* 
er wenn n ungerade ist; P* ist ein Wendepunkt. 
lim n(s) = — n* 
ss" —0 


Ebenso leicht kann gezeigt werden, daß die Ebene (r — x*, t*, n*) = 0 die Schmiegungs- 
ebene von C in s* darstellt. Denn die Gleichung der Ebene durch die drei benachbarten 
Kurvenpunkte 7* = x(s*), tı = z(sı), Ta = Es,) ist 
t— 1, u 1, a —ı*)=0 
oder auch 
(1 _r, h Puch 5 AK) u. 


9, — 5 —s! 
Setzt man darin 
_— +)" 
= 1 + ts, — s*) + 2 (s*) ($1° zen ner 
s* n 
da = 2* + 1 59) + znfer) er in 


ein, so ergibt sich 





(e— 2 t* + r(")(s*) (s1— . u 20 ‚ -+ ..., 
ers ) (s, S )" (sı 5 )" “\n—1 
En j N‘ x . n  ün (s} —:$ ) h 
(+ Ay [es x a ne (5, ER s*) N 4+- ) = 0 


oder, wenn der skalare, von Null RN, Faktor 


[2CS®) { 8: —s"— (8 ne — (sg, — t)—1 N 


n! 8 —5, 





= 12m ae { (sg — 1 — (5 — ey 


n! 8—S, 
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aus dem Spatprodukt herausgezogen wird, 


(t —_ 2,14 ginygr) Ci I +. 
geti(st) 1 (83 — s*)" — (s, — s*)* 
* Bi £ = AR Eh, Mel... SR Ze 
n | er(s*) | n + 1 (s, — s*)"-1 - (s, — s*)"! fe ) 0. 


Daraus erhält man für s, — s*, s, > s* die Gleichung der Grenzlage der Ebene durch die 
drei Punkte x*, r,, £,, das heißt, die Gleichung der Schmiegungsebene in P*: 

— x”, t*, n*) = 0, 
wie behauptet wurde. Darnach ist n* der Einheitsvektor der Hauptnormalen in P*, 
und b* = [t*n*] wird als Binormalenvektor eingeführt. Endlich setze man 

(4) | zm(s*) | = k*. 

Um nun in den Verlauf der Tangentenfläche von C in der Umgebung eines beson- 
deren Kurvenpunktes P* einen Einblick zu gewinnen, wird man die Schnittkurven der 
Tangentenfläche mit den Normalebenen von C in P* und in zu P* benachbarten ge- 
wöhnlichen Kurvenpunkten untersuchen. Daraus werden sich dann die Zusammen- 
hangsverhältnisse der Tangentenfläche leicht 'erkennen lassen. 

2. Zunächst betrachte man einen gewöhnlichen Kurvenpunkt P,. Sein Ortsvektor 
sei Xp = (50); ko = | £”(s0) | ist von Null verschieden. Die Normalebene von C in P,, 
(t — to)to = 0, schneidet die Tangentenfläche von C, r(s, t) = x(s) + tr’(s) in der Kurve 
F mit dem Ortsvektor 

e(s) = ts, 7(s)) = £(s) + (s)r’(#), 
worin z(s) = 17 aus der Gleichung (e(s) — xo)to = 0 berechnet ist. Da der 
Vektor & — r, mit dem Haupt- und Binormalenvektor n, und b, in P, komplanar ist, gilt 
E— dt = ls), + Als)bo; 
& und ß sind die Koordinaten eines Punktes von T in dem rechtwinkligen Achsensystem, 
das von den Vektoren n, und b, aufgespannt wird. Man erhält 


’ 1 ! ’ 
“= (t—H+ m) = zarte — Loy No)(E't) — (£E — Eos to)(E’)}, 





also 
[x — £o, E’Jnoto]) _ bolz', E— Lo] 
5 = Fer En 
0) x (eh) (er) 
und entsprechend 
oe’, £E— Ko] 
6 —— ur ml, 
(6) ß (et) 


Indem man nun r(s) und r’(s) nach Potenzen von s — s, entwickelt: 


uw 2 ZZ —. 3 r — 4 
enter ee ee... 
m (s — 5,) 


‚ N „ ’ vw (s— $0)° 
een tn —H) + Ho 5 tb ie Sr 
ergibt sich | 











m 1 


2, u1= (1-2) let 


und wenn man noch die Frenetschen Formeln und die aus ihnen folgenden Gleichungen 
ı 


u = — Kate + Kuno + Korobo 
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und 
u = — Ihokyto + (ky — Ku — Kyzo)tig + (Kor, + hy #o)bo 
berücksichtigt, 
[e’, E— 10] = — 4 kobals — 5)? + 4 l— Kobo.+ Kozatto) (Ss — Ss? + 
und 


(et) = 1 — Hhals — 50)? — I hakyls — 0? +». 
Daher erhält man schließlich für x und 8 | LEER: 


age 3  kols —50)? ee 4 kls — so)? ee. pe } koxols — S)° + 
1—} als — 0° + \ 1—ı köls — ss)? + 
= — Ihkls — s)?—} kuls —S)’+'., = 5 kyxols — 0)? + 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich das bekannte Bild der Sonne in der Nähe 
der erzeugenden Kurve. Wenn | s — s, | hinreichend klein bleibt, ist x(s) < 0 und ß(s) > 0 
bzw. < 0 fürs < s, bzw. s > s, denn x, ist ja positiv, wie vorausgesetzt wurde! Weiter 
gilt für hinreichend kleine Werte |s— s, | 


4 — 3B\?® 
hl) 
und demnach verläuft FT in der Nähe von ?, so, wie Abb. 1 zeigt. 

Nun möge sich dieKrümmung k(s) bei Annäherung von Pan den RE NEN Kurven- 
punkt P*, und zwar sowohl bei linksseitiger Annäherung (s > s* — 0), als auch für 
s—s* +0 schließlich einsinnig dem Grenzwert lim k = 0 nähern; dann ist jedenfalls 

k’(s) <O für , <s*, 

k’(s,) > 0 für > s*, 
wenn nur |s, — s*| genügend klein ist. In diesem Fall zeigt also Abb. 1a den Verlauf 
von T- in einem Punkt P7 vor P*, und Abb. 1b den Verlauf von T+ in einem auf P* 
folgenden Punkt Pf, und es ist nun zu untersuchen, wie die vier Blätter der Tangenten- 


1? % 


ß | 
\, 














Abb. Aa. Abb. 1b. 


fläche zusammenhängen, deren Normalebenenschnitte die Kurven T darstellen. Das 
ist sehr leicht einzusehen, wenn der besondere Kurvenpunkt P* ein Flachpunkt ist (n 
gerade). Denn dann gehen die Vektoren t5,nz,b; in P7 in t*,n*, b* über, wenn PZ 
gegen P* konvergiert, und das begleitende Dreibein von C in einem Punkt ?f hinter 
P* geht also stetig aus dem Dreibein t;, n;, b5 hervor; die Tangentenfläche von € liegt 
sozusagen auf einer und derselben Seite der Kurve (Abb. 2a). Wenn dagegen P* 
ein Wendepunkt ist (Ordnung n ungerade), dann ist ja 

lim n, = — lim 1, = — n*, 

0 8.>85"+0 
lim b, = — lim b, = — b*, 


ar 0 >40 
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und daher liegen die vier Blätter der Tangentenfläche auf ‚verschiedenen‘ Seiten der 
Kurve, so daß ihr Zusammenhang nicht ohne weiteres erkenntlich ist (Abb. 2b). 














Abb. 2a. 





” 


H et 
N 


Abb. 2b. 











3. Schnitt der Tangentenfläche mit der Normalebene im Punkt P*. Zunächst wird 
man nun die Spur F* der Tangentenfläche in der Normalebene von C in dem besonderen 
Kurvenpunkt P* selbst bestimmen. Wie in Nr. 2 erhält man für den Ortsvektor o*(s) 
eines Punktes von T* die Formel 











— ır)i* 
e*(s) = Es) + T*(s)E(s), T*S) = — re = 
und für die Koeffizienten x*, 8* in der Gleichung 
0* — ı* = arn*r 4 B* b* 
ergibt sich 
„ _"iuss-f) „__i,i— rt) 
u „A 
Nun ist 
— rn —_— ce#\u+i 
ts) = ı* + t*(s — s*) + gene ET + gin+D(s*) S I Br 
(8) re n 
r’(s) = t* + gm (s*) le + gir+D(g*) u RE “ 
(n — 1)! n! 
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also 
‚ 1 1 
lE,2— 7°] = ( I (n— 1) [° 6 Ms9)Ke — #")" 
1 n + _. e*\n+1 + 2 
“ Im + 1)! — 2) [(t*r +bi(s )](s 5 ) 
TRGEER.... or 1 k* b*(s — s*)" — in £ 1) ‚ [t* get D(s* )\(s— sty+i+--- 
und 
(x’t*) -1+ (1* g"+D(s*)) (s + FOR: 
Daher erhält man 
n—1,, "r 
u rl — sFr — b* t* n+1 gs — stn+ti I 
ENSE Ee + n n a 
1 + (tr get K (ey a = +... 
(9) o* = . n zn up in = ji ‚(nt get Us ;*))(s — s*r+1 u 
und 
*lt*rin+1 __ e*\n-+1 
a Narmehttn 
1+ (ee non) s*)" a6 
(10) pr =- (Dr + st) Is — st ti + eo 


m $ N! 
Die Entwicklungskoeffizienten k* = | x("(s*) |, p = n*r(+D(s*) und q = b* gint D(s*) 
lassen sich leicht durch Krümmung und Windung von C darstellen. Zunächst folgt aus 
(3) für s> s* 


(s- u nd -2 - .— — yet 1 
— k* E (n){s#\rln+1)/c%* 
also 
k* — lim kn—D(s), 
s>*t+0 
und weiter 
r()(s*) gin+D(s*) — k* lım kin—U(s), 
s—>s*++0 
das heißt 


p = lim ko—D(s). 


s—>s*+0 
Schließlich setze man in die bekannte Formel x = (r’r’’r””):k? für die Windung der 
Kurve € 


g =1*+ gr" (s*) _ Sr n 
— yin)(s*) Kz ar + gintD(s 32 Tr 5. 
— yinı(gr) I er + gin+D(g*) ee a 
ein; dann ist 
Zi a 


[e", 2" )= ya le EEE + 
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und 
n n N (s PT, .. adr 
EEE nam ? 
“ = — iss ? 
rer .;,;. 
(n — 2)!? 
also 
im 
und daher 


q = (n — 1)k* lim x = (n — 1) k* x*. 


Aus den Gleichungen (9), (10) läßt sich nun der Verlauf der Schnittkurve T* von Tan- 
gentenfläche und Normalebene in P* leicht erkennen. Da k* positiv ist, und da die 
Windung von C eine positive untere Schranke besitzt, wie anfangs vorausgesetzt wurde, ist 
q gewiß positiv; dagegen kann p positiv oder negativ sein. 

Wenn n gerade ist (P* Flachpunkt), dann folgt aus (9), (10) 

+ <0 
ß* <0O fürs>s* }, falls |s— s* | hinreichend klein ist! 
ßB* > 0 für s <s* 

Ferner gilt 


1) ne —Ae([ BINENT, 
n! n q 
und daher hat T* in P* eine Spitze (Abb. 3a). 
Wenn dagegen n ungerade ist (?* Wendepunkt), dann gilt für genügend kleine 
Werte |s — s* | 
ß* <0 
o* <0 für s> s* 
>00 fürs <s*, 
und aus der Näherungsformel (11) 
folgt jetzt, daß T* in P* keine 
Spitze hat, sondern etwa so ver- 
läuft, wie Abb. 3b zeigt. 

Wie schon oben bemerkt 
wurde, ist der Zusammenhang der 
einzelnen Blätter der. Tangenten- Abb. 3a. 
fläche vor und hinter P* leicht ein- 
zusehen, wenn P* ein Flachpunkt ist; denn bei geradem n geht die Schnittkurve T—- 
stetig in T* und in T+ (Abb. 2a) über, wenn der Kurvenpunkt P den Bogen P7... P*...Pf 
durchläuft. Dieser Fall des Flachpunktes bedarf also keiner weiteren Erörterung. 


Au 3<8* 











Abb. 3b. 


Wenn dagegen n ungerade ist, dann zeigen die Schnittkurven der Tangenten- 
fläche mit den Normalebenen in P7, P* und P} in der Nähe von C etwa den Verlauf 
von Abb. 2b. 


4. Die Wendetangente ist Rückkehrkante der Tangentenfläche. Um zu erkennen, 
wie [—- in F* und T*+ übergeht, genügt es nicht, den Verlauf von FT” und F* nur in der 
Umgebung der Punkte P7 und Pf zu untersuchen. Vielmehr ist jetzt zu zeigen, daß 
die Spur F der Tangentenfläche in der Normalebene von € außer der Spitze P, noch 
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eine weitere Spitze aufweist, die auf der ra von € liegt. Aus (5) folgt 


d „ ’ ' „ „ „ 
= gie" zole’t) [8,2 — To”) = ga Dar” te — Ele), E— Lo), 


und weiter nach dem NE der N EO 
dx 


Fu wis Bllide" 21] = (ge ltd), 2) 
dx u — kity, E— Eo) (bob), 
(12) ds EZ t in [Bol tob IE — a (r’ t t0)? ’ 
entsprechend liefert (6) die Gleichung 
| dB _ kit E— Lo) (Mob) 
13 _ m m nn! 
ds 1 
weiter ergibt sich, wenn vorübergehend zur Abkürzung 
k(s) (to 28) — Lo) 
44 is) — 18) Ki 215) T_& 
( +) y(s) (r’(s)t,)? 
h da d 
gesetzt wird, aus Z = — y(s)(b,b) und z = y(s)(n,b) 
d?x 7 ‚ d? D i ’ 
Gr = MD) — 6), = rm) + red), 


und daher erhält man 
aß" — Ba" = y®{(b,6’)(ngb) 000) (ngb’)(b,6)} 
und mit Rücksicht auf b’ = — zn 
a" — Ba = yrrfabom [on] = y?xltto). 
Endlich findet man für die Krümmung Ä der Kurve FT den Wert 
a —Pa” _ y?”x(tto) 


a? + A Yo)? + (mab)2)-" 





also nach (14) 

(15) to)" _ 40 
Alte, L— Lo) ((b. 6)? + (n, b)? „" dS 

Darin soll die Wurzel im Nenner positiv angenommen, die Bogenlänge 5 von T also in 
dem Sinn positiv gerechnet werden, der dem Durchlaufungssinn ds > 0 der Kurve € 
entspricht. © ist der Winkel zwischen der + x-Achse und der im Sinn wachsenden Bogens 
S gerichteten Tangente an FT. 


Nun sei PF (s < s*) — was offensichtlich stets so eingerichtet werden kann! — 
so nahe bei ?* gelegen, daß die skalaren Produkte t,(£— x,) und t,t im Bereich 
sp <s S 2s* — s, positiv sind. Diesem Bogen der Raumkurve C entspricht ein Bogen 
von F', dessen Verlauf auf Grund der Formeln (12), (13), (15) leicht festzustellen ist. Zu- 
nächst ist die Krümmung von F überall positiv und nur in dem Punkt TI*, der von der 
Wendetangente in P* erzeugt wird, unendlich groß. In diesem Punkt TI* verschwinden 
dx/ds und dß/ds, und zwar mit Vorzeichenwechsel, da die skalaren Produkte b,b und 


n,b wegen lim b = — b* = — lim b (n ist ja ungerade!) das Vorzeichen wechseln, wenn 
u" —0 s—>s’+0 


s den Wert s* überschreitet. Darnach hat F in TI* eine Spitze, und da X = d®/d$ überall 
positiv ist, ergibt sich folgendes Bild für F (Abb. 4): 


Der Anstieg der Tangente an F in der Spitze TI* ist 





ae I 
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ßB 
1° 
£” „>s* 
ji De. SO = 
7% -. 
Abb. 5. Abb. 6. 
Nun ist 
wen + — +) = — us — Ss) +" 


Also ist A positiv in Übereinstimmung mit Abb. 4 und beliebig klein, wenn nur s* — s, > 0 
hinreichend klein ist. Danach wird man erwarten, daß der Normalschnitt F der Tangenten- 
fläche in einem dicht vor P* gelegenen Punkte P- etwa so aussieht, wie Abb. 5 zeigt, 
und für P7 > P* in die Kurve von Abb. 6 übergeht, deren Verlauf mit dem von 
F* (Abb. 3b) übereinstimmt; man muß ja beachten, daß n* = — lim n, b* = — lim b gilt. 


+ —0 ss’ —0 

5. Um die Richtigkeit dieser letzten Überlegung zu bestätigen, soll nun noch gezeigt 
werden, daß im Fall eines Wendepunktes P* der zu s > s, gehörige Ast der Kurve T—- 
schließlich tatsächlich im ersten Quadranten des «ß-Koordinatensystems verläuft, 
daß also 

on bolz',E— zo] ie _ WE ,E— X] 
(£to) 

für genügend große Werte s > s, positiv ausfallen, während ja anfangs beide Koordinaten 
negativ sind. Dieser Vorzeichenwechsel von a(s) und f(s) ist deshalb von vornherein 
zu erwarten, weil die Dreibeine b,, 2’, — x, und n,„x£’, £— x, ihre Orientierung ändern 
werden, wenn s den Bereich s,...s*...2s* — s, durchläuft; das wird nun streng zu 
beweisen sein. 

Dazu betrachte man den Vektor 


= [r,2— 5] = Ir, (er) — (u — 2*)], 
der mit Rücksicht auf die Gleichungen (8) wie folgt geschrieben werden kann: 


— c#+\n—1 — c*k)n 
p — |t* + gm(s*) G a I + gintD(g*) (s - T ) 
t*(s — 5) + 2W(s*) (8 — s*)" — (so — s*)" + gin+1)(g*) s— run Er + 


Hier setze man nun s* — s, = h und s— s* = zh ein; über die Größe von h = const > 0 
wird im folgenden noch verfügt werden. Dann durchläuft s den Bereich s, . . . 25* — s,, 
wenn z von — 1 bis x 1 wächst, und es wird, da n ungerade ist, 





P= tt + ER) a + et + 
t*(z + 1)h + r(s*) ie — (— 1)#) + getD(s*) - en (art? — (— 1)rt1) 4. f 
— k*b* = {2 + 1 — nzr!(z + 1)} 
+ [t* gt (s*)] — u zur —_ 1— (n + 1)2"(@ + 1) + 


(r +1)! 


Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 2. 10 
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Das Vorzeichen von 


‚ 1 hr. a 

x BoD) = rl) ker + ne} + 

' — * * h" —! 

B=— (mp): (et) = ars |k*nob*) Ar Hm HN + 
(zo) n! 

hängt nun offenbar wesentlich von dem Verhalten des Koeffizienten 

N W(z) = zrfi —n) — nz! +1 

ab. Man findet leicht, daß 


We) >0 für -1<z<z 
(16) We) =0 fürrz=—lundz=z 
Wi) <0O für, <zsHti 


gilt, wobei 2, eine wohlbestimmte positive Zahl kleiner als 1 ist. 
Setzt man nämlich z=1:{, so wird 


Wie) = te (nd +n— 1), 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
und aus dem Verlauf der Kurve W, = {" (Abb 7; n ungerade!) 
—t.; und der Geraden W,=n&+n—.1 (Tangente an W, im Punkt 
Ce = — 1!) folgt sofort, daß 


W, <sW; für -—o <{sd>1 





und 
Abb. 7. 
W,>MW;, für ,<{i<+tow 
ist; daraus ergibt sich ohne weiteres die Vorzeichenregel (16) für W(z). 
Wählt man also e> 0 hinreichend klein, so hat W(z) 

im Bereich I: -—1+e<z<2z,—e ein positives Minimum 7, 

im Bereich II: „te szs+1 ein negatives Maximum 7;ı- 
Nun wird über A > 0 zunächst so verfügt, daß b,b* = b(s,)b(s, + A) <0, 1.6* > 0, 
£'ta> 0 ist; dann sind die Ausdrücke (b,b*)W(z): (x’t,) und (n,b*)W(z): (x’t,) gewiß 
von Null verschieden, wenn z die Bereiche I und II durchläuft, und daher kann h weiter 
so eingeschränkt werden, daß 


k*(b,b*)h"WW (2) — k*(n,b*)h"W(z) 
N ‚ sgn ß = sgn ——  ,. —— 
ET 
gilt. Damit ist aber bewiesen, daß & und ß bestimmt negativ sind für 
—1+€:.sz<sz—eodersg+tehsssst + (u — e)h 
und positiv für 


sgn x = sgn 


„tresz:sH+tilodrs®*+,+eohsssst+h, 


mit anderen Worten, daß der Zweig s > s, der Kurve F schließlich aus dem dritten in 
den ersten Quadranten des «ß-Systems hinüberwechselt, wie Abb. 5 zeigt. 


6. Verlauf der Tangentenfläche in der Nähe der zweiten Rückkehrkante. Wie in 
Nr. 4 gezeigt wurde, ist die Wendetangente in dem besonderen Kurvenpunkte P* eben- 
falls eine Rückkehrkante der Tangentenfläche; es liegt daher nahe, die Gestalt der 
Tangentenfläche in der Umgebung dieser zweiten Rückkehrkante zu untersuchen. Dazu 
wird man die Schnittkurve der Tangentenfläche mit einer zur Wendetangente normalen 
Ebene bestimmen. 
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Die Normalebene im Punkt x* + 7t* der Wendetangente hat die Gleichung 
(t — x* — Tt*)t* = 0, ihr Schnitt mit der Tangentenfläche r = x(s) + tr’(s) ist daher 
durch den Ortsvektor 


gegeben. Nun folgen aus dem Ansatz 
Rs; T) = x* + Tt* + An* + Bb* 
die Koordinaten A, B eines Punktes der Schnittkurve: 
* 
A= (Rs; T) — ı*)n* = (er — ı*)n* + (r’ ne) Z a = 
(en®) | _ Hal __ rk nt ak)rtk * 
(1) tm E — ı*, n*) — (£’n*)(t*, E— ı*)} 
(ein*) , b*ie,z—r*) _ „en*) 


= Te) rn 7’ 


+ o* 
und 

‚(2’b*) 

B=7 Ps 

we + P 
dabei bedeuten «* und ß* wie früher die Koordinaten eines Punktes der Spur F* der 
Tangentenfläche in der Normalebene von C im Punkt P*. Hier setze man nun die Ent- 
wicklungen von a*, 8* und x’ nach Potenzen von s— s* ein (Gleichungen (8), (9), (10)); 
dann mn. sich 


n—i 
ne cn Fa — (s — s*)" — p 


N egmton) + u) 


— 1)k*) e— r dr 


4 





Für 7 <.0, also in einer „vor‘“‘ dem Wendepunkt P* (n ungerade!) gelegenen Normal- 
ebene der Wendetangente ist danach bei hinreichend kleinem | s — s* | 
A<_(0, B>0fürs<s*, B<O für s> s*, 


dA 
und da ds 


A(s), B(s) dort eine Spitze aufweist; die Spitzentangente hat wegen lim B: A = 0 für 
s— s* die Richtung der Normalen n*, und zwar unabhängig von dem Wert von T. Das 
bedeutet, daß die Schmiegungsebene von C in dem besonderen Kurvenpunkt P* die 
Tangentenfläche von C längs der ganzen Wendetangente = zweiten Rückkehrkante 
berührt (was von vornherein zu erwarten war, da ja die Tangentialebene einer Tangenten- 
fläche diese in allen Punkten der erzeugenden Geraden berührt). 

Um den Verlauf des Normalschnittes A(s), B(s) in der Nähe der Spitze zu skizzieren, 
kann man schließlich noch die für hinreichend kleine Werte |s — s* | brauchbare Näherungs- 


gleichung 


und - für s = s* verschwinden, ergibt sich wieder, daß der Normalschnitt 


n—1 
pT —(n— 1)k* Tk* u" 


ee Sl 2, 





(s —s* yr+1 +... 
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benutzen und erhält danach etwa das folgende Bild (Abb. 8): 





Abb. 8. 


7. Mü Hilfe der bisher gefundenen Ergebnisse gelingt es nun leicht, ein anschau- 
liches Bild der Tangentenfläche in der Nähe des Wendepunktes ?* zu entwerfen (Abb. 9). 





Abh. 9. 


Übereinstimmend mit der anfangs zitierten Bemerkung von Hilbert stellt man fest, daß 
die Tangentenfläche aus vier Blättern besteht, deren Zusammenhang jedoch etwas anders 
als bei Hilbert folgendermaßen gekennzeichnet werden muß: 

Blatt I und Blatt III hängen längs der Kurve C zusammen, 

Blatt II und Blatt III längs der Wendetangente, 

Blatt I und Blatt IV längs der Wendetangente, und endlich 

Blatt II und Blatt IV längs der Kurve C. 





Eingegangen 13. Oktober 1940. 

















Raumbogen mit Punkten 
von beliebig vorgegebenem linearen Ordnungswert. 


Von Otto Haupt in Erlangen. 


$ 1. Zusammenfassung. 


1. 1. Innerhalb der allgemeinen Ordnungstheorie zerfallen die Strukturprobleme 
in solche über die ordnungshomogenen Gebilde und in solche über die Singularitäten!). 
Ist nun ein Ordnungsbegriff konkret vorgegeben, so erhebt sich dementsprechend die 
Frage unter anderem nach denjenigen Ordnungswerten, zu welchen singuläre (d.h. nicht 
auf einem ordnungshomogenen Gebilde liegende) Punkte existieren. Für den Fall der 
linearen Ordnung bezüglich ebener Bogen wurde gezeigt?), daß hierbei alle Ordnungs- 
werte > 3 auftreten können. Jetzt soll gezeigt werden, daß für Bogen im R, bei linearer 
Ordnung ebenfalls Singularitäten aller endlichen?) Ordnungswerte Z 4 existieren). 


1. 2. Die eben formulierte, zur Behandlung stehende Frage ist. noch etwas näher 
zu erläutern. Wir bemerken zu diesem Zwecke: Singularitäten der (linearen) Ordnung?) 
Vier auf Raumbogen (im A,) sind notwendig®) elementar, d. h. es müssen die (hinreichend 
kleinen) einseitigen Umgebungen des singulären Punktes auf dem Bogen ordnungs- 
homogen sein’). (Durch geeignete Zusammensetzung zweier Bogen 3. Ordnung erhält 
man®) elementare Singularitäten von den Ordnungen 4, 5 und 6.) Demgemäß begnügen 
wir uns mit der Konstruktion solcher Raumbogen, auf welchen nicht-elementare Punkte 
von einer beliebig vorgegebenen Ordnung n 2 5 liegen. Übrigens werden die von uns kon- 
struierten singulären Punkte von der einseitigen Ordnung n (sie werden nämlich End- 
punkte der betreffenden Bogen) sein. Die Bogen selbst werden wir so einrichten können, 
daß sie überall scharfe Tangente besitzen (vgl. Nr. 2. 2.). 


!) Vgl. Haupt, Geometrische Ordnungen, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 49 (1939), S. 198. 

2) Vgl. Haupt, a) Linear-ordnungssinguläre Punkte ebener und räumlicher Bogen, Sitz.-Ber. d. bayer. Akad. 
d. Wiss., math.-naturw. Abteilung, 1939, S. 253ff.; b) Über ebene Bogen mit vorgeschriebenen Ordnungssingulari- 
täten, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 50 (1940), S. 256 ff. 

3) Der Fall unendlicher Ordnung kann durch einfache Beispiele belegt werden und bleibt daher hier außer 
Betracht. 

4) Vgl. die Voranzeige a.a.0. ?), a), S. 262. 

5) Soweit Mißverständnisse ausgeschlossen sind, sprechen wir im folgenden immer kurz von „Ordnung“, 
auch wenn es sich um „Ordnungswerte‘“ handelt. 

*) Haupt, Ein Satz über die reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine Verallgemeinerung, Math. Ann. 
108 (1933), S. 126ff. 

?) Vgl. auch a.a.0. ?), a), S.255, 257. 

s) Vgl. F. Denk, Über elementare Punkte höherer Ordnung auf Kurven im R,, Sitz.-Ber. d. physikal.-med. 
Sozietät zu Erlangen 67 (1935), S. 1ff. Dort werden überdies die linearen Ordnungen aller solchen elementaren Singu- 
laritäten, soweit sie genügend stark differenzierbar sind, bestimmt. Auch die nicht-differenzierbaren Singularitäten 
werden behandelt in Denk und Haupt, Über die Singularitäten reeller Bogen im R,„, Journ. f.d.r.u.argew. Math. 
183 (1941), S. 698f. 
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1. 3. Die von uns konstruierten Bogen werden speziell sphärisch sein, d.h. auf 
Kugeloberflächen liegen. Wir erhalten also nicht-elementare Singularitäten jeder linearen 
Ordnung n 2 5 sogar auf sphärischen Bogen, ein etwas schärferes Ergebnis als das in 
Nr. 1. 1. formulierte. 

1. 4. In diesem Zusammenhange seien noch einige unmittelbar anschließende 
Fragestellungen erwähnt, wenngleich sie hier nicht weiter behandelt werden. Statt nach 
Punkten einseitiger Ordnung kann man allgemeiner nach Punkten der Ordnung X fragen, 
die von der (vorgeschriebenen) rechtsseitigen bzw. linksseitigen Ordnung r bzw. s sind. 
Ferner: Kann auch?) auf Raumbogen die Menge der singulären Punkte positives Maß 
besitzen ? Diese Fragen sowie die in vorliegender Arbeit behandelte übertragen sich 
sämtlich auf den Fall der Bogen im A, mit n > 4, sowie auf den Fall einer X,-Ordnung 
(in der Ebene)!®). 


82. Gedankengang der Konstruktion. 


2. 1. Durch stereographische Projektion der Kugeloberfläche verlegen wir die 
Konstruktion der gewünschten sphärischen Raumbogen in die Ebene. Da hierbei den 
Ebenen, von welchen die Kugeloberfläche getroffen wird, bzw. ihren Schnittkreisen 
mit, der Kugel, die Kreise in der Projektionsebene entsprechen, so wird ein sphärischer 
Bogen der linearen Ordnung k projiziert auf einen Bogen der zyklischen Ordnung k, bei 
welcher die Kreise als Ordnungscharakteristiken auftreten. Demgemäß suchen wir für 
jede natürliche Zahl k zZ 5 ebene Bogen mit scharfer Tangente zu konstruieren, deren einer 
Endpunkt ein singulärer, nicht-elementarer Punkt von der zyklischen Ordnung k ist!!). 


2. 2. Zur Konstruktion von ebenen Bogen ®* der gewünschten Art gehen wir 
aus von einem Bogen ® der zyklischen Ordnung Drei mit scharfer Tangente und stetiger 
Krümmung, etwa einem Ellipsenbogen. ® liefert sozusagen ein „Gerüst“ für ®*. Es 
soll dabei der singuläre (End-)Punkt von ®* in denjenigen Endpunkt E von ® zu liegen 
kommen, in welchem der Schmiegkreis (Krümmungskreis) von ® maximalen Durch- 
messer besitzt. Dazu wählen wir auf ® eine Folge von Punkten P,, welche monoton. 
gegen E konvergieren, und wählen zu jedem P, eine zweidimensionale Umgebung U,, 
welche unter anderem folgende Eigenschaften besitzt: Je zwei U, sind fremd; ein Kreis 
kann nicht mehr als drei der U, treffen; hat ein Kreis innerhalb U, drei Punkte mit 8 
gemeinsam, so ist er fremd zu allen übrigen U,; hat ein Kreis mit ® keine Schnittpunkte 
gemeinsam, so kann er höchstens eine einzige U, treffen (vgl. Nr. 4. 2. 4). Infolge dieser 
und ähnlicher Eigenschaften (vgl. Nr. 4. 2. 3. 1) kann man innerhalb U, einen hinreichend 
kleinen Teilbogen ZT, von ® durch einen anderen Bogen 3, (mit scharfer Tangente) er- 
setzen derart, daß U,-((® —7T,) + 3,) die zyklische Ordnung %k besitzt und ebenso 
der ganze Bogen (BB — T, + 3,). Ist diese Abänderung von ® für alle » durchgeführt, 
so häufen sich auf ®* Teilbogen der zyklischen Ordnung k geger E und es besitzt E die 
geforderten Ordnungseigenschaften. Beim Übergang von ® zu ®* können in den End- 
punkten von 3, Ecken (oder Spitzen) entstehen. Derartige Unstetigkeiten der Tangente, 


®) Für den Fall der ebenen Bogen kann die Singularitätenmenge (beliebiges) positives Maß besitzen. Vgl. 
Haupt, Über die Krümmung ebener Bogen endlicher Ordnung, Sitz.-Ber. d. physikal.-med. Sozietät zu Erlangen 
71 (1939), S. 219ff., sowie a.a.O. 2), b). 

10) D.h. den Fall, daß die Ordnungscharakteristiken durch t ihrer Punkte eindeutig bestimmt sind. Vgl. 
Haupt, Zur Theorie der Realitätsordnungen, Monatsh. f. Math. u. Phys. 40 (1933), S. 1if. Die oben im Text später 
auftretende zyklische Ordnung ist ein spezieller Fall (t= 3). 

11) Demgegenüber. wurden in einer früheren Arbeit alle zyklisch-ordnungshomogenen Bogen bestimmt. Vgl. 

- Haupt, Bestimmung der zyklisch-ordnungshomogenen ebenen Bogen. I. Mitt., Journ. f. d. r. u. angew. Math. 178 
(1937), S.14ff.; II. Mits., ebenda 180 (1939), S. 44ff. 
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nämlich im gemeinsamen Endpunkt zweier, scharfe Tangente besitzender Bogen der 
zyklischen Ordnung Drei, können aber!?) durch beliebig kleine Abrundung beseitigt 
werden und zwar so, daß hierbei die zyklische Ordnung von ®*, auch innerhalb U,, un- 
geändert bleibt. 


$ 3. Vorbereitende Bemerkungen. 


3. 1. Bezeichnungen. Es sei Q* ein abgeschlossener Ellipsenquadrant, ferner 
DO ein, keinen Scheitel der Trägerellipse von Q* enthaltender, abgeschlossener Teilbogen 
von O*. Mit A bezeichnen wir den auf Q* offenen Kern eines (beliebigen) Teilbogens 
A von Q. Als Ausgangsgebilde für den zu konstruierenden Bogen dient dann ein ab- 
geschlossener Teilbogen ® von Q, der für das Folgende ein für allemal festgehalten wird. 
Die im Innern bzw. im Äußern der Trägerellipse von Q\ gelegene (zweidimensionale) 
Nachbarschaft von ® heiße konkave bzw. konvexe Seite von ® oder von &. Mit 
A bzw. E sei derjenige Endpunkt von ® bezeichnet, welcher dem (als Endpunkt zu O* 
gehörigen) Scheitel der großen bzw. kleinen Ellipsenachse am nächsten liegt. Als orien- 
tiert und mit B° bzw. ®° bezeichnet werde dann der in Richtung von A nach E durch- 
laufene ® bzw. ®; entsprechendes bedeutet Q°. 

3. 1.1. Es wird O und also ® von jedem Kreise (die Geraden eingeschlossen) 
in höchstens drei Punkten getroffen; kurz: O, hat die zyklische (kürzer: Z-) Ordnung 
Drei. Dementsprechend heißt (Z-)Maximalsekante von ® (oder von ®) jeder Kreis 
K, welcher mit ® (oder ®) drei (evtl. zusammenfallende) Punkte gemeinsam hat; spe- 
ziell: Fallen zwei Punkte in Ge 8 zusammen, so ist Q Stützpunkt von $ auf ®B bzw. 
(wenn Q= A oder @ =E) auf ©; fallen alle drei Punkte in Qe® zusammen, so ist ft 
der Schmiegkreis &(@) in Q an %. Als orientiert und mit $° wird eine Maximal- 
sekante f$ bezeichnet, wenn bei Durchlaufung von $ im Sinne dieser Orientierung die 
Punkte von'?) &3 auf 8° im gleichen Sinne aufeinanderfolgen wie auf Q° bzw. wenn 
8° und D° in einem Berührpunkt gleichorientiert sind. 

Die Anzahl dergemeinsamen Punkte irgend zweier Bogen YWund€@ bezeichnen 
wir, soweit sie endlich ist, mit »#s(AC); ist A von der Z-Ordnung Drei und € ein Stütz- 
oder Schmiegkreis von W, so setzen wir m(AC) = 2 bzw. = 3. 

3. 1. 2. Der Schmiegkreis &(0) in Q an ® ist scharfer Schmiegkreis, d.h. Limes 
aller durch drei beliebige, auf E sich zusammenziehende Punkte von ® bestimmter Kreise. 

3. 2. Maximalsekanten und Berührkreise von ®. 

3. 2. 1. Die Halbmesser der Maximalsekanten von ® besitzen eine positive untere 
und obere Schranke r bzw. r \#). 

3. 2. 2. Kein Kreis 8 hat mit ® (und mit Q) zwei (oder mehr) Berührpunkte 
gemeinsam oder einen Berührpunkt und mehr als einen weiteren Punkt. Schmiegkreise 
sind bis auf den Berührpunkt fremd zu ®. In beiden Behauptungen sind A und E als 
Punkte von #3 zugelassen. 

3. 2. 3. Längs ®° wachsen die Halbmesser der Schmiegkreise. Jeder Schmieg- 
kreis liegt im Innern eines jeden anderen, welcher größeren Durchmesser besitzt'°). 
Alle Schmiegkreise umfassen demnach den &(A) und sind von &(E) umfaßt. 


ı2) Vgl. Haupt. Über eine Abrundung ebener Bogen, Sitz.-Ber. d. physikal.-med. Sozietät zu Erlangen 72 
(1940/41) S.161ff. 

3) Mit 88 bezeichnen wir den (mengentheoretischen) Durchschnitt von 8 und ®. 

4) Vgl. auch T. Kubota, Ein Satz über Eilinien, Töhoku math. Journal 47 (1940), S. 96ff. 

15) Entsprechendes gilt allgemeiner für K,-Kurven an Stelle von Kreisen, wenn der Bogen die K,-Ordnung 
Drei besitzt. Vgl. H. Haller, Über die X,-Schmieggebilde der ebenen Bogen von der K,-Ordnung Drei, Sitz.-Ber. 
d. physik.-med. Sozietät zu Erlangen 69 (1937), S. 216ff. 
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3. 2. 4. Zu beliebig gegebenem r> 0 und emit 0 <e zz gibt es ein 


d= dir; e) = d(r, e; ®) 
derart, daß auf ® und auf jedem Kreis von einem Halbmesser größer als r die Tangenten- 
richtung längs eines jeden Teilbogens sich absolut genommen um weniger als e ändert, 
falls der Durchmesser'®) dieses Teilbogens nicht größer ist als 2d. Unter „Tangentenrichtung‘“ 
verstehe man dabei den absolut kleinsten Winkel zwischen der betrachteten Tangente 
und einer (beliebig gewählten) festen Tangente des Teilbogens. 

3. 2. 5. Jede (orientierte) Maximalsekante 8° von ® tritt (im Sinne ihrer Durch- 
laufung) in dem an A und in dem an E nächstgelegenen (evtl. mit ihm zusammenfallen- 
den) Punkte von 88 von der konvexen auf die konkave Seite von DO, über. 

Beweis. Für Schmiegkreise folgt die Behauptung aus Nr. 3. 2. 3. — Fallen höchstens 
zwei Punkte von KB zusammen, so hat $° mit ®B entweder einen Stütz- und einen 
Schr ı:punkt (auf Q) gemeinsam oder aber drei Schnittpunkte. Im ersteren Falle halte 
man den Stützpunkt S, hingegen im zweiten Falle den (auf 8°) mittleren Schnittpunkt 
.$ fest; sodann lasse man den Schnittpunkt bzw. die beiden anderen Schnittpunkte 
gegen 5 konvergieren. Dabei geht &° stetig in einen orientierten Schmiegkreis S® über 
und zwar werden dabei keine Punkte von 8° gewonnen oder verloren. Daher bleibt 
die Art, wie £° den Q in den bei A bzw. E nächstgelegenen Punkten überschreitet, stets 
die gleiche, ist also auch die gleiche wie bei ©°. 


3. 2. 6. Ein Kreis 8 mit dem Halbmesser r($) berühre den B in einem Punkte Q 
stützend und zwar (Fall a) auf der konkaven bzw. (Fall b) auf der konvexen Seite, d.h. 
X verlaufe in der Umgebung von Q ganz auf der konkaven bzw. ganz auf der konvexen 
Seite von B bzw. (für @ = A oder @ =E) von Q. Ist dabei 8 im übrigen fremd zu ®, 
so setze man R = #(Q); geht aber $ außerdem durch den Punkt $ von 8, so werde 
K = K(Q; S) gesetzt; schließlich setze man K0;Q) = S(Q). 

Jedenfalls haben f! und B außer dem zweifach (zählenden) Punkt Q noch höchstens 
einen Punkt $ +0 von ® gemeinsam. Des weiteren haben wir: 

I. Existiert ein solcher Punkt 5, so ist $S Schnittpunkt auf ® (bzw. auf Q, wenn 
$S=A oder $=E) und $ liegt auf B 

im Falle a) zwischen Q und A (einschließlich A), 

im Falle b) zwischen Q und £ (einschließlich E). 

Überdies gilt 
im Falle a): r(8(Q; A) < r(8Q; 5)) Ss r(S(Q)) 
im Falle b): r(&(0)) < (80; $)) < (RO; E)); 


(=) 
in jedem Falle also: 


r(8(0; 4)) < (RO; 8) < (RO; D)). 

Il. Existiert kein solcher Punkt $, liegen ferner (auch im Falle b) ® und & auf der 
gleichen Seite der Stütztangente in Q, so gilt 

im Falle a): r(K(Q)) < r(8(Q@; A)), und K(Q) wird von K(Q@; A) umschlossen; 

im Falle b): r(8(Q; E)) <s r(8(Q)), und K(Q) umschließt den K(Q; E). 

Beweis. Da ®B die Z-Ordnung Drei besitzt (Nr.3. 1.1), kann nicht mehr als ein 
Punkt 5 vorhanden sein, der wegen Nr. 3. 2. 2 Schnittpunkt auf ® bzw. auf DO, ist. — 
Zu 1.: Aus Nr. 3. 2, 5 folgt außer der Behauptung über die Lage von $ noch, daß 8° 
bzw. Q° in S auf die konvexe Seite von %° übertritt. Daraus ergeben sich die Unglei- 


16) „Durchmesser“ im punktmengentheoretischen Sinn verstanden, d.h. als obere Grenze der Abstände je 
zweier Punkte der betrachteten Menge. 
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chungen für die Halbmesser. — Zu 11.: Es liegt ® im Äußeren bzw. im Innern von $(0), 
also $(@) im Innern bzw. Äußern von (0; A) bzw. von &(Q; E). 

3. 2. 7. Es seien Q und $ zwei verschiedene Punkte von B. Ferner sei B = B($) 
eine zusammenhängende zweidimensionale Umgebung von S, deren abgeschlossene 
Hülle ® fremd ist sowohl zu 8(Q; A) als zu K(Q; E). (Vgl. die in Nr. 3. 2. 6 eingeführten 
Bezeichnungen.) Dann schneidet jeder zu ® nicht fremde, den ® in Q berührende Kreis 
K*(Q) den ® in (genau) einem (von Q verschiedenen) Punkt im Innern von ®. 

Beweis. Die Behauptung ist richtig für 8&(Q; 5). Weiter genügt es wegen Nr. 3.2. 6, 1. 
zu zeigen, daß jeder derartige $*(Q@) mit ® einen von Q verschiedenen Punkt gemein- 
sam hat. Nun bilden aber die zu ® nicht fremden (0) eine (im Raum aller Kreise) zu- 
sammenhängende abgeschlossene, &(Q@; 5) enthaltende Menge m, in welcher (0; A) 
und £(@; E) nicht enthalten sind. Ferner wird die Menge der zu ® (bis auf E) fremden 
K(Q) „getrennt“ von m durch K(Q; A) zusammen mit (0; E). 

3.3. Auswahlfolgen von Kreisen. 

3. 3.1. Vor. Es sei {Q"} eine Punktfolge mit Q"— P für r> o und Pe®. Ferner 
sei &" ein Kreis, auf dessen Peripherie Q* liegt, r=1,2,.... Jeder ®" soll fremd sein 
zu einer festen Umgebung W* von P auf 8. 

Beh. Die Kreisfolge {f"} enthält eine Teilfolge, welche gegen einen, den ® in ? 
stützend-berührenden und im übrigen zu A* fremden Kreis konvergiert; letzterer kann 
übrigens auch in einen Nullkreis ausarten. 

Beweis. Zunächst 'kann aus {0"} eine Teilfolge ausgewählt werden!?) derart, 
daß alle Q" auf der gleichen Seite von ® und in einer (beliebig vorgegebenen) zwei- 
dimensionalen Umgebung ® von P liegen. Man kann BB < V* annehmen. Da 
fremd zu W* sein soll, verläuft dann jeder ” innerhalb ® ganz auf einer bestimmten 
Seite von ®. Durch weitere Auswahl kann man wegen der Kompaktheit der in Frage 
kommenden Mengen von Kreisen erreichen, daß {8} gegen einen Kreis 8 konvergiert, 
der wegen Q'— P durch P geht. Nun kann $ innerhalb W* nur Stützpunkte auf ® be- 
sitzen, von denen einer P ist; wäre nämlich ein Schnittpunkt vorhanden, so auch für 
jeden zu 8 hinreichend benachbarten Kreis, also für schließlich alle &*. Wegen Nr. 3.2. 2 
ist P der einzige Stützpunkt. 

3. 3. 2. Vor. Es sei M eine unendliche Menge von Kreisen $, deren jeder mit dem 
abgeschlossenen Teilbogen T von ® mindestens einen bzw. mindestens zwei bzw. drei 
(evtl. zusammenfallende) Punkte gemeinsam hat. 

Beh. M enthält eine Teilfolge von Kreisen, welche gegen einen Kreis $, konver- 
gieren, der mit T mindestens einen bzw. mindestens zwei bzw. drei (evtl: zusammen- 
fallende) Punkte gemeinsam hat (also evtl. Null- bzw. Stütz- bzw. Schmiegkreis ist). 


$4. Gerüst für den zu konstruierenden Bogen B*. 


4. 1. Forderung. Als Konstruktionsgrundlage diene ein Bogen ® im Sinne der 
Nr. 3. 1. Wir wählen dann zwei Kreisbogen €’, €’’, die den Endpunkt E von ® eben- 
falls als Endpunkt und in E mit ® die gleiche Halbtangente besitzen, die ferner beide 
auf der gleichen Seite der Tangente t an B in E liegen; in einer Umgebung von E sollen 
überdies €’ und €’’ auf verschiedenen Seiten von ® verlaufen derart, daß ® in einer Um- 
gebung von E im Innern des von €’ und €’ gebildeten (zweidimensionalen) Nullwinkels 
N liegt. Die Existenz solcher €’, €’ folgt daraus, daß ® von endlicher Z-Ordnung ist. 


17) Die Auswahlfolge bezeichnen wir zur Vereinfachung ebenfalls mit {Q" } Entsprechend soll auch bei 
weiteren Auswahlen verfahren werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 2. 11 
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Wir betrachten weiter auf ® eine monoton gegen E konvergierende Folge { P,} 
von Punkten P,, die sämtlich von E verschieden sind. Außerdem ordnen wir jedem P,, 
v=1,2... zu: 

a) eine (eindimensionale) Umgebung ®, von P, auf ® derart, daß!®) 8,8, = 0 
für alle », u mit » # u; ferner 

b) eine (zweidimensionale) zusammenhängende Umgebung U, von P,, und zwar 
eine offene Kreisscheibe um 7, als Mittelpunkt; dabei kann !®) und soll U, so angenommen 
werden, daß der Rand von U, mit ® genau zwei Punkte gemeinsam hat, daß Bl, < B,=#, 
sowie daß ®,U, = 0 und U,U, = 0 für alle », « mit » + u. 

e) Dabei sollen schließlich alle U, (d. h. alle U, bis auf höchstens endlich viele) im 
Innern des Nullwinkels N (vgl. oben) liegen. 

Die aus 8, {P,}, {®,} und {U,}, nötigenfalls nach passender Verkleinerung 
der ®, und U, (vgl. Nr. 4. 1. 1ff.), bestehende Gesamtheit dient als Konstruktions- 
gerüst, d.h. als Gerüst für den zu konstruierenden ebenen Bogen, welcher in seinem 
Endpunkte E einen nicht-elementaren Punkt der einseitigen Z-Ordnung k >25 be- 
sitzen soll. 

Diesem Konstruktionsgerüst legen wir jetzt weitere Forderungen auf, die wir schritt- 
weise einführen (Nr. 4. 2. 0; 4. 2. 1; 4. 2. 2; 4. 2.3; 4. 2. 4.) 

4. 1. 1. Bezeichnung. Unter einer ®-Verkleinerung bzw. U- bzw. 8, U-Ver- 
kleinerung verstehe man eine Verkleinerung einiger oder aller ®, bzw. U, bzw. sowohl 
®, als U,, wobei stets die Beziehung BU, < 8, (vgl. Nr. 4. 1, b)) erhalten bleiben soll. „Ver- 
kleinerung‘“ bedeutet dabei: Ersetzung von ®, bzw. U, durch eine in ihr enthaltene ein- 
bzw. zweidimensionale Umgebung 8} bzw. U} (Kreisscheibe) von P,. Eine auf das 
System der ®, oder U, oder der 8, sowohl als der U, sich beziehende Eigenschaft e soll 
kurz ®-erblich bzw. U- bzw. ®, U-erblich heißen, wenn e bei beliebiger ®- bzw. U- 
bzw. ®B, U-Verkleinerung erhalten bleibt. Beispielsweise sind ®, U-erblich die in Nr. 4. 1, 
a), b) und e) geforderten Eigenschaften. Aus B, U-Erblichkeit folgt sowohl U- als B-Erb- 
lichkeit. 

4. 1. 2. Die Halbmesser aller Kreise, von welchen 8, + U, »=1,2,...;v fest, 
sowie (mindestens) ein (®, + U,) mit r+ » getroffen wird, besitzen eine positive untere 
Schranke r(v) = r(,, U,). 

Diese Schranke ist 8, U-erblich in dem Sinne, daß r(v) erhalten bleibt oder 
ersetzbar wird höchstens durch eine größere Schranke. 

Beweis. Da definitionsgemäß (Nr. 4. 1. a) und b)) die 8,=(®, + U,) sich nicht 
gegen ®, = (B, + U,) häufen, besitzen die Entfernungen der ®, von ®, eine positive 
untere Schranke. 

4. 1. 3. Ebenso besitzen die Halbmesser aller Kreise, von welchen U, und (® — 8,) 
getroffen werden, eine positive untere Schranke r(») = r(8,, U,), die U-erblich (vgl. 
Nr.4. 1.2) ut, v=1, 2 .... 

Beweis. Gemäß Nr.4. 1. b) ist BU,<%8,. Daher besitzt die Kreisscheibe U, 
positiven Abstand von der abgeschlossenen Menge (® — 8,). 

4. 2. Wir legen jetzt unserem Konstruktionsgerüst (außer den stets vorausge- 
setzten Forderungen in Nr. 4. 1. a), b), e)) noch weitere Bedingungen auf, die ebenfalls 
B- bzw. U- bzw. 8, U-erblich (Nr. 4. 1. 4 und 4.1.2) sind. 


18) Mit M wird die abgeschlossene Hülle der Punktmenge M bezeichnet und mit M der offene Kern. 
188) Vgl. a.a.O. 12), S.187, Nr.3. 6. 
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4. 2.0. Forderungen. Durch U-Verkleinerung kann und soll erzwungen werden: 
Jeder Kreis, welcher mit ®8,, »=1,2,..., drei, evtl. auch zusammenfallende Punkte 
gemeinsam hat, trifft keine der U, mit #« # vr. Diese Eigenschaft ist ®, U-erblich. 

Zusatz. Da ® die Z-Ordnung Drei besitzt, trifft ein solcher Kreis von selbst keinen 8,. 


Beweis. 1. Es genügt zu zeigen: [1] Wird U, bei festem „ hinreichend klein gewählt, 
so gilt: »(Ü,%) = 0 für jeden Kreis 8 mit m(B,K) = 3 und fürallee=1,2,...mito # u. 
In der Tat: Zunächst ist diese Eigenschaft 8, U-erblich, weil bei einer ®, U-Verkleinerung 
die Menge der $ nicht wächst. Sind daher die U, bereits für «=1,...,n gemäß [1] 
gewählt, so kann [1] bei festen U,,.. ., U, auch für „= n + 1 erreicht werden, nämlich 
durch Verkleinerung von U,,,. Es kann somit die Erfüllbarkeit unserer Forderung 
durch vollständige Induktion bewiesen werden, falls [1] gesichert ist. — 2. Ließe sich 
U, nicht gemäß [1] verkleinern, so enthielte die Menge der $ eine konvergente Teilfolge 
mit einem Limeskreis ,, welcher den 8, in ?, stützt (zufolge des obigen Zusatzes zur 
Behauptung, sowie zufolge Nr. 3. 3. 1) und für welchen außerdem m((®B — B,)R,) = 3 
ist (Nr. 3. 3. 2). Widerspruch mit Nr. 3. 2. 2. 

Von jetzt ab seien die Forderungen der Nr. 4. 1 und 4.-2.0 stets er- 
füllt. 

4. 2.0. 1. Vor. Es seien also die Forderungen von Nr. 4. 1 und 4. 2. 0 erfüllt. 
Wir betrachten alle Kreise ® mit m(NB) = 1, m(X%,) = 1 und mit KU, +0 für (min- 
destens) ein o mit o # v; dabei kann sich po mit 8 ändern, hingegen soll » fest sein, 
v=12... 

Beh. Für den Betrag des absolut kleinsten Winkels < (8, B,) von 8 mit 8, exi- 
stiert eine positive untere Schranke a(v) =a(8,), also | X (8, ®,) |>alr)>0. 

Anmerkung. Nach Voraussetzung ist m{RB — B,))=0. 

Beweis. Andernfalls ließe sich durch Auswahl ein Kreis $, als Limes einer Folge 
von Kreisen & konstruieren, welcher mit 8, einen Punkt Q, und in Q, mit ® die Tangente 
gemeinsam hat, welcher ferner ein U, mit 7 + » trifft oder wenigstens durch Z geht. 
Wird 8 in 0, von $, geschnitten, so muß f, Schmiegkreis an ® in Q, sein und kann 
daher weder ein U, treffen (Nr. 4. 2. 0) noch durch E gehen (Nr. 3. 2. 2). Wird hingegen 
® in Q, von fi, gestützt, so haben alle zu 8, hinreichend benachbarten Kreise, welche 
in einer Umgebung von Q, einen Schnittpunkt mit ® gemeinsam haben, mit ® in dieser 
Umgebung insgesamt (mindestens) : zwei Punkte gemeinsam. Da $, Limes von Kreisen 


ß} ist, so müßten unendlich viele K mit 8 mindestens zwei Punkte gemeinsam haben 
im Widerspruch zur Voraussetzung, derzufolge ja m(f# KB) = = 1, also genau ein Schnitt- 
punkt vorhanden ist. 

4. 2. 0. 2. Vor. Es seien die Forderungen von Nr. 4. 1 und 4. 2.0 erfüllt. Ferner 
sei $ ein Kreis mit m(KB) = 2, m{XB,) = m(RB,) = 1, wobei viest, v=1, 2,..., 
und e beliebig mit » + o, so daß also o sich mit K ändern kann. 

Beh. Es gibt eine positive Zahl 5(») = b(®,) derart, daß | < (8, 8,) | > b(») für 
jeden solchen Kreis $. 

Beweis. Andernfalls könnte man durch Auswahl einen Limeskreis von Kreisen 
8 erhalten, welcher einerseits mit ®, einen Punkt und in diesem die Tangente gemein- 


sam hat, andererseits (da die ®, sich nicht gegen ®, häufen) mit (® — ®,) mindestens 
einen Punkt. Nun schließt man wie in Nr. 4. 2. 0. 1 auf einen Widerspruch zur Voraus- 


setzung m{RB) — 2. 


11* 
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4. 2. 0. 3. Die Winkelschranken a(»v) und b(») in Nr. 4. 2. 0. 1 und 4. 2. 0. 2 sind 
3, U-erblich (vgl. die Erblichkeitsdefinition in Nr. 4. 1. 1 sowie Nr. 4. 1. 2). 

Beweis. Bei 8, U-Verkleinerung wächst die Menge der in Betracht kommenden 
Kreise $ nicht. 

4. 2.1. Forderung. Durch eine 3, U-Verkleinerung können und wollen wir 
ohne Beeinträchtigung der Forderungen von Nr. 4. 4, a)—e) und Nr. 4. 2. 0 erreichen: 
Es liegt 8,, »=1,2,..., im Innern einer abgeschlossenen Kreisscheibe f, mit ?, als 
Mittelpunkt und mit einem Halbmesser nicht größer als d(}r(v); m(v)), wobei d(r; e) 
gemäß Nr. 3. 2. 4 und r(v) gemäß Nr. 4. 1. 2 erklärt, während 16 m(»v) = Min (z, a(v), b(»)) 
gesetzt ist (vgl. Nr. 4. 2.0.3). Dabei beziehen sich r(»), a(»), b(») auf die ursprünglichen %,. 

Anmerkung. Da U, Kreisscheibe mit ?, als Mittelpunkt ist und da BU,< 8, 
gilt, so ist alsdann auch U,in £, enthalten. 

4. 2. 2. Forderung. Die gemäß Nr. 4. 1, 4. 2. 0 und 4. 2. 1, im übrigen beliebig, 
gewählten 8,,v=1,2,..., sollen fortan festgehalten und nicht weiter verkleinert 
werden. In ®8,,”r=1,2,..., wählen wir jetzt auf ® eine Umgebung 8, von P, mit 
®,<®,. Durch eine U-Verkleinerung kann bewirkt und soll im folgenden stets voraus- 
gesetzt werden, daß BU, < B,r=1,2,.... Es gilt dann Nr. 4. 1..a)—e), 4. 2. 0 
und 4. 2. 1 auch für die 8, U,»=1,2,... (statt für die ®,, U,). 

Als ®’, U-Verkleinerung bezeichnen wir eine willkürliche Verkleinerung einiger 
oder aller 8. und U,, wobei stets U,8<® erhalten und wobei die ®, forderungs- 
gemäß sämtlich ungeändert bleiben sollen. 

4. 2. 2.1. Vor. Es sei 8 ein Kreis mit m(RB)) = 1,m(UB— B,))=2; » fest, 
=1,2.... 

Beh. Es existiert eine positive Zahl c(») = c(B,, 8.) mit | X (8,8) | > cv) 
für jeden der Voraussetzung genügenden Kreis 8. Die Schranke c(») ist ®’, U-erblich 
(bei ®’, U-Verkleinerung) (vgl. die Erblichkeitsdefinition in Nr. 4. 2. 2. sowie Nr. 4. 1. 2). 

Beweis. Andernfalls gäbe es einen Limes-Kreis 8, mit m(K(B — 3,)) > 2, 
welcher den ®, in mindestens einem Punkte von B} berührt. Eswäre also auch miR,B)>22, 
was wegen B,(® — 8,) = 0 zum Widerspruch mit der Z-Ordnung Drei von &, führt. 
Die ®’, U-Erblichkeit von c(r) folgt daraus, daß bei ®’, U-Verkleinerung die Menge 
der $& nicht wächst (insbesondere wird diese Menge von der Verkleinerung von U nicht 
berührt). 

4. 2. 3. Die Halbmesser der Kreise 8 mit m{AKB)) = 1, m(KB — B,)) > 1 
besitzen bei festem »(v» = 1,2,...) eine positive untere Schranke r’(»), die wir als nicht 
größer als r(») (vgl. Nr.4. 4. 2) annehmen können und wollen. r’(») ist ®’, U-erblich. 

Forderung. Durch eine passende ®’, U-Verkleinerung, also insbesondere bei 
festen ®,, Ba, . . . (vgl. Nr. 4. 2. 2), kann und soll jetzt bewirkt werden, daß 8’ und U, 
beide in einer, in f, (vgl. Nr.4. 2. 1) enthaltenen, abgeschlossenen Kreisscheibe f. um 
P, als Mittelpunkt enthalten sind, wobei der Halbmesser von f, kleiner ist als d($r/, M,) 
mit 16 M, = Min (r, a(»), b(v), c(v)). [Bezüglich d(r, e) vgl. Nr. 3. 2. 4.] 

4. 2. 3. 1. Wenn die in Nr. 4. 1; 4. 2. 0; 4. 2. 1; 4. 2. 2;4. 2. 3 eingeführten 
Forderungen erfüllt sind, so gilt: Es existiert eine nur von ®, und 3, abhängige 
positive Zahl h(») = h(B,, ®,), »=1,2,..., von folgender Beschaffenheit: Jeder Kreis 
K mit 
entweder (1) m{KB) = m{KB,) = 1, KU, +0, v +0 (vgl. Nr. 4. 2. 0. 1), 
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oder (11) m{RB) = 2, m{RB,) = m(EB,) = 1, » #0 (vgl. Nr.4. 2. 0. 2), 

oder (111) m{RB}) = 1, m{K(B — 8,)) = 2 (vgl. Nr. 4. 2. 2. 1) 
hat folgende Eigenschaft: Jeder ganz in U, gelegene, stetig differenzierbare, spitzen- 
freie Bogen $3,, dessen Tangenten untereinander und mit den Tangenten von BU, Winkel 
absolut kleiner als h(v) bilden, trifft jeden Kreis & von der durch (I) oder (II) oder (III) 
gekennzeichneten Art in höchstens einem Punkte und zwar schneidet er in diesem Falle 
nicht berührend. Insbesondere längs 3, = ®,U, sind die Unterschiede der Tangenten- 
richtungen von 3, absolut kleiner als A(v). 

Diese Eigenschaft ist U-erblich (also bei festen B,, ®,,... und festen ®, B},...). 

Zusatz. Statt der stetigen Differenzierbarkeit und Spitzenfreiheit von 3, genügt 
es auch, daß 3, in jedem Punkte vorn und hinten differenzierbar ist und daß 3, so orien- 
tiert werden kann, daß alle dementsprechend orientierten Halbtangenten von 3, unter- 
einander und mit den entsprechend orientierten Tangenten von ® Winkel kleiner als 
h(v) bilden. u 

Beweis. Zu (I) und (Il): Gemäß der Forderung in Nr. 4. 2. 1 ändert sich sowohl 
längs KU, als längs ®, die Tangentenrichtung um weniger als m(»). Andererseits ist 
im gemeinsamen Punkte von ®, mit $ der (absolut kleinste) Winkel der Tangenten 
an ®, und $ absolut nicht kleiner als 16 m(v) (gemäß Nr. 4. 2.0.1 und 4. 2.0. 2.). Daher 
sinkt der Richtungsunterschied der Tangenten an ®, und & je in einem beliebigen Punkt 
von ®, bzw. fl niemals unter z. B. 12 m(v). Es werde jetzt h(v) S m(v) gesetzt. Zufolge 
der Voraussetzung über 3, hat also die Tangente von 3, gegenüber der von $ stets einen 
Richtungsunterschied von mehr als m(v). Hätten nun 3, und $ (mindestens) zwei Punkte 
S], S, gemeinsam, so müßten 3, und f zwei untereinander parallele Tangenten be- 
sitzen; denn an die konvexe Hülle des zwischen $S, und S, gelegenen Teilbogens von 
8, bzw. $ gibt es je eine zu S,S, parallele Stützgerade, deren Stützpunkte dem Teil- 
bogen angehören und die also Tangente an 3, bzw. & ist. Für 0 <h(v) < m(») sind also 
die Behauptungen (I) und (II) richtig. 

Zu (III). Ganz entsprechend ergibt sich wegen Nr. 4. 2. 3 und wegen M(») <S m(»), 
daß die Behauptung betr. (III) richtig ist für A(v) < M(v). Wegen M(v) < m(v) kann 
also endgültig h(v) = M(»v) gesetzt werden. 

4. 2. 4. Forderung. Es seien die Forderungen der Nr. 4. 1; 4. 2. 0; 4. 2. 1; 
4. 2.2;4. 2.3 erfüllt. Darüber hinaus können und sollen durch U-Verkleinerung folgende 
U-erbliche Eigenschaften des Systems der ®,, ®., U, erzwungen werden: 

1. Für jeden Kreis 8 mit m((®— B,)8) =3 gilt AU, = 0,,=1,2,.... 

2. Für jeden Kreis ® mit m((® — B,)8) > 2 und AU, + O gilt KB, +0,» =1,2, ... 

3. Für jeden Kreis & mit Ku, +0, Ku, +0, MB—B,—B) +0, nF 
1,9=1,2,..., gilt 8B, +0 und KB, +0. 

4. Für jeden Kreis mit Ku, #0,j=1,2,3, gilt auch RB, +0, wobei », # r,, 
va, #73, 93 + v, und im übrigen die v,=1,2,..., beliebig sind. 


5. Ein Kreis $, welcher mit ® höchstens die Endpunkte A bzw. E und außerdem 
höchstens Stützpunkte, aber keine Schnittpunkte, gemeinsam hat, kann nicht gleich- 


zeitig zwei verschiedene der U, treffen. 

Beweis. 1. und 2. Wäre die Behauptung nicht richtig, so würde gemäß Nr. 3. 3 ein 
(Limes-)Kreis 8, existieren mit m((® — B,)8,) = 3 bzw. > 2, welcher den ® in ?, 
stützend berührt (und also insbesondere nicht Nullkreis sein kann). Widerspruch mit 
Nr. 3. 2. 2, weil P, fremd ist zu (®B— 8,). 
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3. Es seien 1. und 2. erfüllt. Die Gültigkeit von 3. erreichen wir durch schrittweise 
Verkleinerung der U,,U,,... Die gemäß 1. und 2. vorgegebene U, behalten wir bei. — 
a) Würde nun keine, in einer gemäß 1. und 2. bestimmten U, enthaltene, U, der ge- 
wünschten Art existieren, so gäbe es zu jeder (Kreisscheiben-)JUmgebung Uf? von P, 
einen Kreis $", welcher U,, UP und (®B— ®, — 8,) trifft, für den entweder KB, 
oder $"8; oder beide leer wären. Es wäre dann jedenfalls "8, = 0, weil andern- 
falls gemäß 2. auch KB! + 0 sein müßte. Da man {U} als auf ?, sich zusammen- 
ziehende Umgebungsfolge annehmen kann, so würde zufolge Nr. 3. 3 ein (Limes-)Kreis 
$, existieren mit Kl, #0, m(RLB — Bi — B,)) 2 1 und mit einem Stützpunkt in 
P,, also mit m(K(B — B,)) = 3. Wegen 1. wäre K,4, = 0 im Wderspruch mit der 
Annahme. Es gibt also eine U, derart, daß 3. wenigstens bezüglich U, und U, gilt. — 
b) Nun seien U,,..., 1, mit k 2 2 schon so gewählt, daß (1., 2. und) 3. erfüllt ist für 
je zwei dieser U,x=1,...,k. Durch die in a) angestellte Überlegung ergibt sich die 
Existenz von k Umgebungen UM ,z=1,...,k von P;;ı bei festen U,,.. ., U, derart, 
daß (neben 1. und 2.) je für U, und Uf?, auch 3. erfüllt ist. Wegen der U-Erblichkeit 
von 3. gilt daher 3. auch für jede der U,,..., U, zusammen mit dem Durchschnitt der 
uf, welcher daher eine U,;, der gesuchten Art liefert. Somit ist vollständige Induk- 
tion von k auf k +1 möglich. 

4. Es seien 1., 2., 3. erfüllt. Wir konstruieren wieder schrittweise. a) Es werden 
U,, U, unverändert gelassen. Würde dann keine U, der geforderten Art existieren, so 
gäbe es Kreise $’, von welchen U,, U, und eine beliebig kleine, in der ursprünglich vor- 
handenen U, enthaltene Umgebung Uf von P; DEE wird und für welche gleichzeitig 
mindestens einer der Durchschnitte &’ 8}, #' B,, K 8 leer ist. Dann müßte jedenfalls 

$’B, leer sein, weil sonst wegen 3. auch &’®/ + 0 und #’®; + 0 wäre, entgegen unserer 
Peer über ft’. Somit würde es (wegen Nr. 3. 3.) einen (Limes-)Kreis 8, mit Kol, +0, 
KU, +0 geben, welcher den ® in P, stützend berührt. Wegen 2. müßte dann KB +0 
und 8,8; + 0 sein im Widerspruch zu Nr. 3.2.2. Es gibt also U,, U,, U, (bei gegebenen 
U,, U,) derart, daß 4. für diese richtig ist. — b) Die vollständige Induktion von k auf 
k + 1 verläuft wie bei 3. 

5. Es seien 1. mit 4. erfüllt. Wir konstruieren wieder schrittweise. a) Durch eine 
U-Verkleinerung erzwingen wir zunächst, daß U, für v>22 fremd ist zu K(P,; A) und 
K(P,; E) (vgl. Nr. 3. 2. 6); diese Verkleinerung ist wegen der U-Erblichkeit von 1. bis 4. zu- 
lässig. Nunmehr gilt (wegen Nr. 3. 2. 7) für jeden, den ® in ?, stützenden Kreis K(P,): 
Aus (&(P,))U, #0 mit 2< » folgt (K(P,)) (® — Pı) #0. Ließe sich jetzt durch U- 
Verkleinerung von U, (bei festen U,, U,,... .) nicht erreichen, daß 5. für U, und U,» > 2, 
gilt, so gäbe es eine Folge von Kreisen £”, eine gegen P, konvergente Folge von zu 
® fremden Punkten Q( und eine zugehörige Indexfolge {o,} derart, daß 8“ durch 
Q9 geht, zu U,, nicht fremd ist und mit ® außer evtl. Stützpunkten höchstens A oder 
E (oder beide) gemeinsam hat. Gemäß Nr. 3. 3. 1 kann die { &‘ } von vornherein als 
konvergent gegen einen Kreis $, angenommen werden. Dabei stützt 8, den ® in ?, 
und hat außerdem mit ® höchstens A oder E gemeinsam; denn ein zweiter Stützpunkt 
kann nicht vorhanden sein (Nr. 3. 2. 2) und im Falle eines Schnittpunktes von $, mit ® 
besäßen alle zu 8, hinreichend benachbarten Kreise, also, insbesondere, schließlich-alle 
X”, Schnittpunkte mit ® entgegen der Annahme. Es ist also 8, ein K(P,) und muß 
daher zufolge der eingangs vorgenommenen U-Verkleinerung (wegen Nr.3. 2. 6, II.) 
“ fremd sein zu jedem II,, » > 2. Daraus ergibt sich zunächst, daß { o,} keine beschränkte 
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unendliche Teilfolge enthalten kann, weil andernfalls ein o, = oyexistierte mit KU, +0 für 
unendlich viele r, also auch mit 8,U,, +0; somit ist eo, — © fürt—oo. Daher hat schließ- 


lich-jeder &”? Punkte mit (mindestens) einem, zu Z hinreichend benachbarten U, gemein- 
sam, so daß 8, = K(P,; E) sein muß. Damit kommen wir aber auf einen Widerspruch. 
Es folgt nämlich, daß schließlich-jeder &" mit ® einen (zu E beliebig benachbarten) 
Schnittpunkt gemeinsam hat, entgegen unserer Voraussetzung über die 8. In der 
Tat: 8, bildet mit ® bzw. mit der Halbtangente h an ® in Z einen von Null verschiedenen 
Winkel!®) und es hat infolgedessen jeder zu 8, hinreichend benachbarte Kreis mit Q, (vgl. 
Nr. 3. 1) einen zu E beliebig benachbarten Schnittpunkt $ gemeinsam. Wir haben zu 
zeigen, daß!®) Se für schließlich alle 9. Da 4" Punkte 7 aus der, zu E beliebig benach- 


barten, U,, enthalten soll und da u, einem Nullwinkel angehört, welcher h in £ als Halb- 
tangente besitzt (vgl. Nr. 4. 1), so sind die (orientierten) Strecken ET ihrer Richtung 


nach beliebig wenig von h verschieden. Läge nun $ in!®) (Q — 3), so wäre ES beliebig 
wenig von der Halbtangente an (Üü — ®) in E, d.h. von der zu h komplementären Halb- 


geraden, verschieden. Somit wäre die Sehne TS von $“”) nahezu parallel zu h. Da aber 
T und 5 bzw. &) für hinreichend großes r beliebig benachbart sind zu E bzw. zu $,, 
so ist dies unvereinbar mit der Tatsache, daß $, (kein Nullkreis ist und) in Z eine zu h) 
nicht-parallele Tangente besitzt. — Es kann also Il, so gewählt werden, daß 5. gilt für 
U,, U, und zwar für jedes » 2 2. — b) Es seien nun U,,.. ., U, k 2 1, schon so bestimmt, 
daß 5. gilt für U, U,mito # „;o, u =1,..., k, sowie für U, U, a = 1,..„k;vZ2k+1. 
Wegen der U-Erblichkeit von 1. bis 5. können wir jetzt, bei fesigehaltenen U,,.- ., U; 
die in a) gemachten Schlüsse auf U,,, anwenden, nachdem wir (nötigenfalls) die U,, 
für v2 k+ 2, so verkleinert haben, daß sie fremd sind zu K(P,;,; E) und KP,;1; A). 
Es ergibt sich so die Existenz einer (verkleinerten) U,;,, welche nicht gleichzeitig mit 
einer der U,, für >%k-+ 2, von einem den ® höchstens stützenden und höchstens 
durch A oder E gehenden Kreise getroffen werden kann. Es ist also vollständige In- 
duktion möglich. 


$ 5. Konstruktion eines Bogens ®* mit einem Endpunkt E von der zyklischen Ordnung & 5. 


5. 0. Wir erhalten einen Bogen ®* der gewünschten Art, indem wir unter Be- 
nützung des in $ 4 kanstruierten Gerüstes den Bogen ® innerhalb der U, geeignet ab- 
ändern. Zur Ermittelung dieser Abänderungen müssen wir zunächst alle möglichen 
Lagen eines (beliebigen) Kreises & zu den U, und zu den ®) überblicken. Nach wie vor 
sollen alle in Nr. 4. 1; 4. 2. 0;4. 2.1; 4. 2. 2;4.2.3; 4.2.4 an die ®,U,,®) ge- 
stellten Forderungen erfüllt sein. 

Bei der Bestimmung der Z-Ordnung von ®* können wir o. B. d. A. den betrach- 
teten Kreis $ als fremd zu A und zu E (Nr. 3. 1) annehmen; da nämlich diese Z-Ordnung 
beschränkt ist, kann $ ohne Verminderung von m{(K&B*) durch einen zu & beliebig be- 
nachbarten, zu A und E fremden Kreis ersetzt werden!?). 

Die möglichen Lagen von & sind folgende, wobei wir natürlich diejenigen Lagen 
außer acht lassen, für welche AU, = 0 für alle », sicher also m(KB*) = m(KB) < 3. 
5.1. 8U, +0, r=1,2,3. (Hier und weiter unten ist stets j, #), für 7 + g.) 


;$b) Daher sind schließlich-alle *) fremd zu E. Denn andernfalls würde für unendlich viele r die Tangente 
an $t(")in E beliebig wenig von der Tangente an DO (vgl. Nr.8.1.)in E abweichen (weil U, für alle hinreichend großen 
rim Innern des Nullwinkels R liegt (Nr.4.1., e)). Und folglich würde 8, in E die Tangente mit Q gemeinsam haben, 

2) Vgl. z.B. a.2.0. ’9), 8.18. 
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Dann ist m(RB,,) —4, r=1,2,3, und $ trifft den ® sonst nirgends, auch keine 
U, mito #j,r=1,2,3. (Nr. 4. 2. 4, 4. sowie 4. 2.4, 1.) 

5.2. KU, +0,0=1,2, und KB—B,—B,)+0, dagegen KAU,—0 für 
alle » # j1, Ja- 

Dann ist m(R®;,) = 1, o= 1,2 (Nr.4. 2. 4, 3.), so daß 

m(R(® 9, —,— 2 8) — 

5.3. SU,+0, 0o=1,2, und MB— 8, — %,)= 0, sowie AU,= 0 für alle 
+ jp ja, also mB— B, — 3,)) = 0. 

Es ist m(RB,) + m(RB,,) < 3. Hierbei sind von vornherein auszuschließen die Fälle 
m(RB,) = 3 (wegen Nr. 4. 2. 4, 1.) und m(RB,) = m(8B,) = 0 (wegen Nr. 4. 2. 4, 5.). 
Somit bleiben im wesentlichen 

5.3.1. m(RB,) = 2, wobei dann notwendig m(RB),) = 1 (Nr. 4. 2. 4, 2.); 

5. 3.2. m(RB,) = m(RB,) = 1, MB — B, — B,)) = 0; 

5.3.3. m{RB,) = 0, m{RB,) = 1, m[RB — DB, — 3,)) = 0. 

5. 4. Ku, +0 für genau ein j. 

Auch hier haben wir die verschiedenen Möglichkeiten bezüglich m(RKB — 3;)) 


zu diskutieren. Beachten wir, daß m(K(® — ®,)) = 3 wegen Nr. 4. 2. 4, 1. unmöglich 
ist, so bleiben noch 


5.4.1. m R® — B, — Zu,%)) —2, wobei dann notwendig m{R®') = 1 
v1 
(Nr. 4, 2. 4. 2.). 

5.4.2. m — 8, — Zu,8)) 

5.4.3. m(RKB — B,)) = 0. 

5. 5. Wir wählen nun einen, später (Nr.5. 9) noch näher festzulegenden, abge- 
schlossenen, P, enthaltenden Teilbogen T, von ®U,, wobei je BU,< ®,»=1,2,. 
Wir ersetzen T, durch einen abgeschlossenen, stetig differenzierbaren, spitzenfreien Dia 
3,, welcher ganz in U, verläuft und so wenig von 7, abweicht, daß jede Tangente von 3, 


mil jeder Tangente von 3, sowohl als von BU, Winkel absolut kleiner als h(v) bildet (vgl. 
Nr. 4. 2.3. 1). Solche 3, existieren bei hinreichend kleinem T,. Wir setzen 


Br = (B—T) +8, B= (8, —T,) + 3, und 2%) B* = (B— IB) + EB. 

Nun sind Bedingungen zu ermitteln, unter welchen die 3, einen Bogen ®B* der 
vorgegebenen Z-Ordnung k mit E als Punkt dieser Z-Ordnung X liefern. Zu dem Zwecke 
diskutieren wir die, alle Möglichkeiten erschöpfenden, Fälle 5. 1 bis 5. A. 

5.6. Die Fälle 5. 1,5. 2,5.3. 2 und 5. 4. 1 erledigen sich durch die Bemerkung, 
daß für alle dabei auftretenden Kreise & stets m(KB*) < 3 ist, sobald nur die 3, der 
Annahme in Nr. 5. 5 genügen. Zum Beweise dieser Bemerkung dient 

5. 6. 1. Zufolge der in Nr.5. 5 über die Tangenten von 3, gemachte Annahme 


ist der Satz von Nr. 4. 2. 3. 4 anwendbar, falls einer der an letzterer Stelle betrachteten 
Fälle (I) und (II) bzw. (Il) vorliegt. In diesen Fällen folgt hier aus m(K&B,) = 1 auch 


m(RB*) = 1 bzw. aus m{RB,) = 1 auch RB") = 1. — In der Tat: Da &, = T, + 3, 


20) Daß ®* in den Endpunkten der }, stetig differenzierbar sei, wird hier nicht gefordert, kann aber ohne 
Beeinflussung der Z-Ordnung von ®* und von E stets erzwungen werden. Vgl. Nr.2. 2 und a. a. O. '®). 
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eine geschlossene Kurve, also m($&,) = 0 (mod 2) ist, gilt m(RT,) = m(R3,). Gemäß 
Nr.4. 2. 3. 4 ist andererseits m(RT,) < 1 und m(83,) <s1, weil &,<WU,. Somit 
m(RT,) = m(RB,), w. z. z. w. 

5. 6. 2. Wenn wir ®, statt ®, usw. schreiben, so sind die Voraussetzungen von 
Nr. 4. 2. 3. 4, (III) bzw. (II) erfüllt: Im Falle 5. 1 und 5. 2 für jeden der ®/ und im Falle 
5. 4. 1 für B;, bzw. im Falle 5. 3. 2 für ®, und ®,. Daher ist Nr. 5. 6. 1 anwendbar. 
Weil aber ®* nur in den T,, also nur innerhalb der U, von ® abweicht und weil in allen 
vier Fällen m(KB) < 3 ist, folgt daraus m(RB*) < 3, wie behauptet. 

5. 7. Wir untersuchen weiter die Fälle 5. 3. 1, 5. 3. 3 sowie 5. 4. 2. Wir schreiben 
dabei der Einfachheit wegen » statt j, oder j. Zunächst wird gezeigt: 

5. 7. 1. In allen drei Fällen ist (bei passender Bezeichnung) m{K(B* — B})) = 1. 


In der Tat: In 5. 3. 1 bzw. 5. 3 3 ist Nr. 5. 6. 1 für ®, bzw. ®, anwendbar, weil die 
Voraussetzung von Nr. 4. 2. 3. 1, (III) bzw. (I) erfüllt sind. Für 5. 4. 2 folgt die Be- 


hauptung unmittelbar aus der Voraussetzung mE —B— Z u, 8) = 1, weil $U,=0 


für o # j und ®* nur innerhalb der U,, also hier innerhalb U,, erst recht also nur inner- 
halb ®,, von ® abweicht. 

5. 7. 2. Dem in Nr. 5. 7. 1 Bewiesenen zufolge haben wir noch sicher zu stellen, 
daß m(KB*) < k— 1. Nunistaber zunächst m(K(B* — 3,)) < 2; denn B*—8,=B,—T, 
ist Teilbogen von ®, woraus wegen m(K(B — 3,)) = 1 und m(KB) < 3 das Behaup- 
tete folgt. Es genügt daher, wenn z. B. gefordert wird, daß 3, höchstens die Z-Ordnung 
(k — 2) besitzt und daß eine untere Schranke für die Maximalsekantenhalbmesser von B 
(vgl. Nr. 3. 2. 1) doppelt so groß ist als eine obere Schranke für die Maximalsekantenhalb- 
messer?!) von $,. 

5. 8. Es bleibt jetzt nur noch der Fall 5. 4. 3 zu erledigen. Da die hierbei in Be- 
tracht kommenden Kreise 8 den ® höchstens in ®, treffen, dad 9 — 3, =-8—7, 
Teilbogen von ®, also insbesondere m(Z(8} — 3,)) < 3 ist, so gilt hier m(RB*) < k, so- 
‚bald nur 3, der in Nr. 5. 7. 2 formulierten Forderung genügt. 

5. 9. Aus Nr. 5.6 bis 5. 8geht hervor: Es besitzt ®* sicher dann genau die Z-Ord- 
nung k, und zwar in jeder Umgebung von E, wenn 3,» =1,2,..., der Forderung in 
Nr.5. 5 und Nr.5. 7. 2 genügt, wenn es ferner etwa im Falle 5. 4. 3 mindestens einen 
Kreis & gibt mit m(RB*) = k, also mit m(RB*) = k. Wir konstruieren jetzt solche 
3, für jedes »=1,2,... bei beliebig vorgegebenem k > 5. 

1.Fall. k=23s+3,s >21. 

A. Wir betrachten den Teilbogen € = B, und einen Kreis $,, von welchem EU, 
in P= P, auf der konvexen Seite von ® stützend berührt und außerdem in einem 
weiteren Punkte Q geschnitten wird. Es sei M der Mittelpunkt von $,. Dann erhält 


man durch hinreichend kleine Parallelverschiebung von 8, in Richtung PM eine stetige 
Schar von Kreisen &’, welche zu $#, derart benachbart sind, daß jeder 8’ den € in drei 
Punkten _', P}, P} schneidet und daß _’ stets fremd ist zu dem von P/, P, begrenzten 
abgeschlossenen Teilbogen X von &. Es liegt dann P im Innern von TU, 

B. Zunächst sei s = 1, also k= k, =5. Wir fixieren einen der Kreise $’ so nahe 
bei 8,, daß TV) (= T,) ersetzt werden kann durch einen innerhalb U, gelegenen Ellipsen- 
bogen 3) (= 3,) der Z-Ordnung k,— 2 = 3 mit folgenden Eigenschaften: I. Es ge- 
nügt 83) der Forderung von Nr. 5. 5. — II. Ebenso der Forderung von Nr. 5. 7. 2 mit 


21) Als Mazximalsekanie eines Bogens ® der Z-Ordnung z wird jeder Kreis bezeichnet, welcher z Punkte 
mit D gemeinsam hat. 
Journal für Mat hematik. Bd. 184. Heft 2. 12 
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k—2=3.— III. Es ist 39 +70) eine einfache geschlossene, konvexe Kurve, welche 
innerhalb der konvexen Hülle von 8, liegt. — IV. Es gibt Kreise $’, so daß 3 + TI 
im Äußern dieser $’ liegt. — Diese Forderungen sind erfüllbar. — Wegen I. und Il. 
ist die Z-Ordnung von E) = (E — T(®) + 3 höchstens 2 + 3 = k,, ferner wegen 
III. und IV. genau gleich k,. Dabei gehören zu den Maximalsekanten von €) jeden- 
falls gewisse der &’, von welchen nämlich E — X in drei und 3% in zwei -Punkten 
Z', Z’ getroffen wird. Wegen IV. können Z’, Z’ auch in einen Punkt Z() zusammen- 
fallen. Führt man diese Konstruktion für alle » durch, so erhält man einen Bogen ®* 
von der Z-Ordnung k, mit E als Punkt der einseitigen Z-Ordnung A;. 

C. Um Bogen ®* bzw. Punkte E der zyklischen Ordnung k = 2s + 3, bei beliebig 
vorgegebenem s > 2, zu erhalten, brauchen wir nur die Konstruktion, welcher € unter- 
worfen wurde, noch (s — 4)-mal hintereinander anzuwenden; wir ersetzen nämlich zu- 
nächst eine geeignete Umgebung T® = Z’Z’ von ZW (vgl. B. am Schluß) auf 3% 
durch einen Ellipsenbogen 39 der Z-Ordnung Drei, welcher den in B, aufgestellten 
Forderungen I.—IV. genügt, wenn in diesen Forderungen 3) bzw. I bzw. 3) + T 
durch 32 bzw. T(® bzw. 3(9 + T® ersetzt wird, wenn ferner in II. bzw. im letzten Satze 
von Nr. 5. 7.2 an Stelle von ® gesetzt wird 3® und k—2=3 genommen wird, 
schließlich wenn in IV. „Inneres“ statt „Äußeres“ steht; überdies- (vgl. III.) soll 
89 + X” in der (abgeschlossenen) konvexen Hülle von 3 verlaufen. Ist s = 2, so sind 
wir fertig. Andernfalls verfahren wir mit 32 entsprechend. Die Fortsetzung des Ver- 
fahrens ist klar. 

2.Fall. k=23s+4s21. 

A. Es sei zunächst s= 1, also k=k, =6. Wir betrachten € = 8, und eine Um- 
gebung T, von P= P, auf € so klein, daß T, = 7 ersetzt werden kann durch einen 
Ellipsenbogen 3% der Z-Ordnung k, — 2 = 4 mit folgenden Eigenschaften: I., II. und 
III. wie im oben im 1. Falle. Dazu: IV. Es enthält 3® in seinem Innern genau einen 
Ellipsenscheitel $ und zwar einen Endpunkt der kleinen Achse; alle Mazximalsekanten 
von 3 sollen ganz in U, liegen. — Diese Forderungen sind erfüllbar. Wegen I. und 11. 
ist die Z-Ordnung von EW = (E — T) + 30 höchstens und wegen III., IV. auch 
genau Sechs. 

B. Um allgemeiner einen Bogen & der Z-Ordnung k=2s +4 mit s>2 zu 
erhalten, ersetze man zunächst einen, zu $ (vgl. A) hinreichend benachbarten und zu 
S fremden, abgeschlossenen Teilbogen T‘® von 3% durch einen Bogen 3(® der Z-Ord- 
nung Drei mit folgender Eigenschaften: I’. Es genügt 3% der Forderung in Nr. 5. 5. — 
Il’. Es wird 32 (ebenso wie ®) bzw. 3) von jeder Maximalsekante des 3) bzw. 39 
in höchstens zwei Punkten getroffen. — Ill’. Es gibt Maximalsekanten von 3%, deren 
Schnittpunkte mit 3 nicht zu 7‘? gehören und welche mit 39 genau zwei Schnitt- 
punkte gemeinsam haben. Man erzwingt 11’. durch die Forderung Il’.: Eine obere 
Schranke für die Maximalsekantenhalbmesser von 39 ist halb so groß wie eine untere 
Schranke für die Maximalsekantenhalbmesser von 3%. Nun ist I’. erfüllbar für hin- 
reichend kleine, zu $ hinreichend benachbarte T®. Damit ist Il”. vereinbar. Schließ- 
lich kann man im Rahmen von I’. und Il’. den Bogen 3(® so wählen, daß 3® den 
Schmiegkreis an 3®inS von innen berührt. Dann ist auch III’. erfüllt und (®* — 19) +32 
von der Z-Ordnung 8. Konstruiert man entsprechend Ersatzbogen 39,..., 3» 
zwischen 32 und S, die paarweise und zu S fremd sind, so ergibt sich ein Bogen von 
genau der Z-Ordnung 2s + 4. 


Eingegangen 9. Dezember 1940. 





Über die topologische Struktur der rektifizierbaren 
Kontinuen.*) 


Von Georg Nöbeling in Erlangen. 


Einleitung. 

Die Frage nach der topologischen Struktur der rektifizierbaren!) Kontinuen?) 
ist mehrfach behandelt worden. Das schärfstebisherige Ergebnis lautet folgendermaßen): 
Jedes rektifizierbare Kontinuum ist eine rationale Kurve?) und enthält kein Konvergenz- 
kontinuum®) (ist also?) insbesondere lokal zusammenhängend?) oder, was damit gleich- 
bedeutend ist’), ein stetiges Streckenbild). 

Diese Struktur stellt eine notwendige topologische Bedingung für die Rektifizier- 
barkeit eines Kontinuums dar. Notwendige und zugleich hinreichende topologische Be- 
dingungen können nicht angegeben werden; denn es gibt sowohl rektifizierbare, als auch 
nicht rektifizierbare Bogen?), und sie besitzen dieselbe topologische Struktur, da sie 
homöomorph sind. Die Sachlage ist aber ganz anders, wenn wir nach notwendigen und 
hinreichenden topologischen Bedingungen dafür fragen, daß ein Kontinuum Ä bei geeig- 
neter Einbettung in einen Euklidischen Raum rektifizierbar sei, d.h. daß es zu einem 
rektifizierbaren Kontinuum eines Euklidischen Raumes homöomorph sei. Wir geben 
solche Bedingungen an. 


*) Siehe den Zusatz bei der Korrektur am Ende der Arbeit. 

ı) Ein in einem Euklidischen Raum E, enthaltenes Kontinuum K heißt rektifizierbar, wenn die Länge UK) 
von K endlich ist. Dabei kann man die Länge von K nach Belieben im Sinne von C. Caratheodory (Göttinger 
Nachrichten 1914, S. 420), F. Hausdorff (Math. Ann. 79 (1919), S. 163), J. Favard®) usw. verstehen; denn alle diese 
Längenmaße stimmen für Euklidische Kontinuen miteinander überein. (Siehe G. Nöbeling, Jahresbericht der 
Deutschen Mathematikervereinigung 52 (1942)). 

2) Ein Kontinuum K ist ein mehrpunktiger (d.h. mehr als einen Punkt enthaltender) zusammenhängender, 
kompakter, metrischer Raum oder eine mehrpunktige, zusammenhängende, ‘(in sich) kompakte Teilmenge eines 
metrischen Raumes. K heißt lokal zusammenhängend, wenn jeder Punkt von K in zusammenhängenden Umgebungen 
mit beliebig kleinen Durchmessern liegt. Eine Kurve bzw. rationale Kurve bzw. reguläre Kurve ist ein Kontinuum 
K mit folgender Eigenschaft: jeder Punkt von K ist enthalten in Umgebungen mit beliebig kleinen Durchmessern, 
deren Begrenzungen mit K Durchschnitte haben, welche kein Kontinuum enthalten bzw. höchstens abzählbar viele 
Punkte enthalten bzw. höchstens endlich viele Punkte enthalten. Ein Bogen ist ein topologisches Bild der Strecke. 
Zu diesen Definitionen vgl. z. B. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927; K. Menger, Kurventheorie, Leipzig 1932; 
P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I, Berlin 1935. Diese Lehrbücher werden im folgenden kurz mit „Mengen- 
lehre“, „Kurventheorie“, „Topologie I“ zitiert. Soweit möglich, zitieren wir nur diese Lehrbücher; die jeweiligen 
Originalarbeiten können den Literaturangaben dieser Bücher entnommen werden. 

3) J. Favard, Journ. Math. pures et appl. (9) 15 (1936), S. 321—8332. — Die von Herrn Favard in C. R. Acad. 
Sei. Paris 195 (1932), S. 1218, aufgestellte Behauptung, daß jedes rektifizierbare Kontinuum Summe endlich oder 
abzählbar vieler Bogen sei, ist falsch, wie das 2. Beispiel S. 92 zeigt. 

*) Vgl. Beweis des Satzes 2, A., 5. 9. 

5) Mengenlehre, S. 207; Kurventheorie, S. 37. 
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Wir betrachten folgende drei Bedingungen für ein Kontinuum K: 

B,. K ist zu einem rektifizierbaren Kontinuum eines Euklidischen Raumes homöo- 
morph. 

®,. K ist eine reguläre Kurve und zu je zwei Punkten p und qg von K existiert 
eine natürliche Zahl n derart, daß p und q in K durch höchstens n Bogen verbunden 
werden können, die zu je zweien höchstens abzählbar viele Punkte gemein haben. 

®,. Sind A und B zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von X, so enthält 
K— (A + B) endlich viele unabzählbare Mengen M,,. . -, M, mit folgender Eigenschaft: 
Ist p, ein beliebiger Punkt aus M, (u =1,.. ., m), so trennt) die Menge (p,) + ° + (?„) 
die Mengen A und Bin K. 

Wir behaupten folgenden, das oben genannte bisherige Ergebnis umfassenden 

Satz 1. Die drei Bedingungen ®,, B., B, sind äquivalent, d.h. jedes Kontinuum 
K, welches einer dieser drei Bedingungen genügt, erfüllt auch die beiden anderen. 

Hieraus folgt: Jede der beiden Bedingungen ®,, ®, ist notwendig und hinreichend 
dafür, daß ein Kontinuum Ä zu einem rektifizierbaren Kontinuum eines Euklidischen 
Raumes homöomorph ist. Diese Bedingungen stellen also eine vollständige topologische 
Charakterisierung der bei geeigneter Einbettung in einen Euklidischen Raum rektifizier- 
baren Kontinuen dar. 


Beispiele. 

1. Nichttriviale Beispiele von Kontinuen, welche der Bedingung ®, (und daher 
auch der Bedingung 3,) genügen, sind die sog. Bäume’) (d. h. diejenigen lokal zusammen- 
hängenden Kontinuen, welche keine topologischen Bilder der Kreislinie enthalten); 
denn ein Baum B enthält zu je zwei Punkten p und g überhaupt nur einen einzigen Bogen, 
welcher p und g irreduzibel verbindet. Also ist jeder Baum B homöomorph zu einem 


rektifizierbaren Baum B°’®). 

2. Eine rektifizierbare Kurve braucht nicht als Summe. endlich oder abzählbar 
unendlich vieler Bogen darstellbar zu sein. Nach 4. braucht man, um dies zu zeigen, 
nur einen Baum anzugeben, welcher nicht in der genannten Weise darstellbar ist. Es 
sei C das Cantorsche Diskontinuum im Einheitsintervall /, der x-Achse einer Cartesischen 
xzy-Ebene E. Es entsteht bekanntlich folgendermaßen. Aus /, wird getilgt das mittlere 
offene Drittel; aus den beiden übrigbleibenden Intervallen /, und /, wird wieder das 
mittlere offene Drittel getilgt; aus den vier übrigbleibenden Intervallen 7,1, /ıa, Zaı, [22 
wieder das mittlere Drittel, usw. Die übrigbleibende Teilmenge von /, ist C’; diese Menge 
ist perfekt und daher unabzählbar. Nun verbinden wir den über dem Mittelpunkt von 
], liegenden Punkt (4,1) mit den über den Mittelpunkten von /,, und /,s liegenden 
Punkten (14, }) und (3,4) durch je eine Strecke; sodann verbinden wir den Punkt (4, }) 
mit den über den Mittelpunkten von /,,, und /,1s liegenden Punkten (;1;,4) und (7%, }) 
und den Punkt (5, $) mit den über den Mittelpunkten von /;., und /jas liegenden Punkten 
(43,4) und (44,4) durch Strecken, usw. Die Summe aus diesen Strecken und dem 
Diskontinuum C ist der gesuchte Baum B. Die Endpunkte von B sind die Punkte von 
C. Also sind die Endpunkte von B unabzählbar. Mithin kann, da ein Endpunkt von 


®) Die abgeschlossene, zu A und B fremde Menge N trennt A und Bin K oder zerlegt K zwischen A und B, 
wenn K— N Summe zweier in K offener Mengen ist, von denen die eine A, die andere B enthält. 

?) Kurventheorie, S. 304—325. 

®) Übrigens kann man dies auch sehr leicht direkt beweisen. Man wähle in B eine monoton wachsende Folge 
zusammenhängender Summen $;, $,,... von je endlich vielen Bogen derart, daß B= lim 8; ist. Sodann konstruiert 
manin einer Ebene zu jedem 8; ein homöomorphes$; (etwa als Streckensumme) derart, daßS} ( 8, C + --gilt, B’ = lim $; 
zu B homöomorph ist und die Längen der S; beschränkt sind. Dann ist B’ rektifizierbar. 
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B nicht innerer Punkt eines Bogens C B sein kann, B nicht dargestellt werden als 
Summe endlich oder abzählbar vieler Bogen. 

3. Eine rektifizierbare Kurve braucht auch keinen freien Bogen zu enthalten, 
d.h. keinen Bogen, dessen innere Punkte eine in der Kurve offene Menge bilden. Dies 
zeigt u.a. das folgende Beispiel. 

Es sei 5 eine (abgeschlossene) Strecke in einer Ebene £; ihre Länge heiße /!. Unter 
einem Diskontinuum D in S verstehen wir jede perfekte, nirgends dichte, in 5 enthaltene, 
die Endpunkte von 5 enthaltende Menge. Das Komplement $S — D ist Summe abzähl- 
bar vieler offener Intervalle 7!, /?2,... Zu jedem /* existiert ein Quadrat, dessen Diago- 
nale /* ist; die Begrenzung dieses Quadrates heiße Q*. Die Menge Q = Q! +0? + 
heiße die zu D gehörige Quadratmenge. Ist !®) die Länge von /*, so ist die Länge g 
von @* gleich 2/21®. Bezeichnen wir mit m = m(D) den Lebesgueschen Inhalt von D, 
so ist die Länge qg = g’’ + g® + --- von @ gleich (!— m) : 2Y2. 

Wir konstruieren nun eine reguläre Kurve X in E folgendermaßen. Es sei 5, eine 
Strecke der Länge 1 in E, D, ein Diskontinuum in 5, und 0, die zugehörige Quadrat- 
menge. Es seien S,;(i=1,2,...) die Seiten der Quadrate von Q,. In jedem $,,; wählen 
wir ein Diskontinuum D,,;; die zugehörige Quadratmenge heiße Q,. Es seien $,,; 
(j=1,2,...) die Seiten der Quadrate von Q,,. In jedem Si wählen wir ein Diskon- 
tinuum D,,; und dazu die Quadratmenge Q,,. So fahren wir fort in infinitum. Wir 
setzennun 0 =S+ PUT + LT +:--undÄ=(. Dann ist K eine reguläre Kurve, 


(k) 


welche den Bedingungen B, und DB, genügt. 

Hat man die Diskontinuen D,, Dj, Di». so gewählt, daß ihre Lebesgueschen 
Inhalte m,, m,;, My; - . . sämtlich gleich Null sind, so ist die Länge von Q, gleich 2/2, 
die Länge von $5Q,; gleich (2 V2)?, usw., also die Länge von Q gleich 2(2 yY2)"= ®. Mit- 
hin ist X nicht rektifizierbar. ; 

Wählt man nun aber bei der Konstruktion von X nicht Diskontinuen D,, Din» 
mit verschwindenden Inhalten, sondern wählt man statt dessen Diskontinuen D,, D\,,D}, Pr 


derart, daß ihre Lebesgueschen Inhalte mı, mi My ... sich von den Längen 
Kl ER ... der sie enthaltenden Strecken $}, S},, Fun ... nur wenig unterscheiden, 


so kann man erreichen, daß die Länge (l} — mı) :2/2 der zu D’ gehörigen Quadrat- 
menge Q,, die Länge (4! — mi,) 2/2 der zu D| gehörigen Quadratmenge (},; usw., 
so klein ist, daß Q| eine Länge <}, YQ,, eine Länge <4,... hat. Dann hat 


= ++ F0,+ E09; +: eine Länge <2. Hieraus kann man schließen, 
i ij 


daß die zu X homöomorphe Kurve K’=0’ eine endliche Länge (zunächst im Sinne 
von Favard und daher auch im Sinne von Caratheodory, vgl. Fußnote !)) hat, also rekti- 
fizierbar ist. j 

Die wesentliche Tatsache, welche die Konstruktion der zu K homöomorphen, 
rektifizierbaren Kurve Ä’ ermöglicht, besteht darin, daß ein lineares Diskontinuum einen 
Inhalt haben kann, der dem Abstand seiner Endpunkte beliebig nahe kommt. Diese 
Eigenschaft der Diskontinuen ist für uns wesentlich. Würde man die obige Konstruktion 
von K mit abzählbaren Mengen D,, D,.,-.. durchführen, so wäre die Konstruktion 
einer zu K homöomorphen, rektifizierbaren Kurve X’ unmöglich. Die erwähnte Eigen- 
schaft der Diskontinuen wird auch später (S. 107) den Schlüssel bilden zur Konstruktion 
einer rektifizierbaren Kurve, welche zu einer gegebenen Kurve mit der Eigenschaft 3, 
homöomorph ist, d. h. also zum Beweis dafür, daß 8, aus ®, folgt. 
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Beweis des Satzes 1. 
Der Beweis des Satzes 1 zerfällt in drei Teile. 1. Teil: Beweis, daß ®, aus 8, folgt; 
2. Teil: Beweis, daß ®, aus ®B, folgt; 3. Teil: Beweis, daß ®, aus ®, folgt. 


Beweis, daß 3, aus 3, folgt. 

Um diesen Beweis zu führen, können wir, da die Bedingung 8, topologisch invariant 
ist, an Stelle von ®, sofort annehmen, daß das Kontinuum Ä selbst Teilmenge eines 
Euklidischen Raumes (und rektifizierbar) ist. Das in diesem Euklidischen Raum defi- 
nierte (äußere) lineare Maß Z im Sinne von Caratheodory ordnet jeder Menge M des 
Raumes eine Zahl ZL(M), insbesondere also jedem Kontinuum C des Raumes eine Zahl 
L(C) zu. Dabei gilt: 

“)OSL(C)< w; 

ß) sind C,,..., C, endlich viele, paarweise fremde Teilkontinuen des Kontinuums 
C, so gilt LC)) + + UC,) s LiC); 

y) ist d(C) der Durchmesser von C, so ist L(C) > d(C). 

Zu x) und $) vgl. Garatheodory, 1. c.!), Kapitel II. Den Beweis von y) kann man 
etwa so führen. Es seien p und g zwei Punkte von C und d(p, g) ihr Abstand. Wir legen 
durch p und g die Gerade G und projizieren senkrecht auf G sowohl die Menge C, als 
auch die bei der Definition von L(C) auftretenden Überdeckungsmengen U,. Die Pro- 
jektion von € ist ein die Punkte p und g enthaltendes Intervall und wird i*"rdeckt 
durch die Projektionen der Mengen U,. Die Summe der Durchmesser der Pr: (onen 
der U, ist also > d(p, g). Mithin ist auch die Summe der Durchmesser der U, = d(p, g). 
Hieraus folgt y). 

An Stelle der Behauptung, daß das Euklidische, rektifizierbare Kontinuum Ä der 
Bedingung ®, genügt, beweisen wir folgenden, wesentlich schärferen 

Satz 2. Der metrische Raum K sei ein Kontinuum. Jedem Teilkontinuum C von 
K (einschließlich K) sei eine reelle Zahl L(C) mit den Eigenschaften x)—y) zugeordnet. 
Es sei UK) < ». Dann erfüllt K die Bedingung 8,. 

Beweis. A. Das Kontinuum Ä ist lokal zusammenhängend. Angenommen, dies 
wäre falsch. Dann enthält X ein Konvergenzkontinuum C, d.h. ein (sich nicht auf einen 
Punkt reduzierendes) Kontinuum C, welches Limes?) einer Folge C,, C',, ... von paar- 
weise (und zu C) fremden Teilkontinuen von C ist!®). Es seien p und g zwei verschiedene 
Punkte von C; ihr Abstand heiße d. Wegen der Konvergenz der C‘, gegen C enthält, 
abgesehen von höchstens endlich vielen Ausnahmen, jedes C, zwei Punkte p,,g; mit 


d(p, p;) < - und d(q,g,) < s . Dann ist d(p,,g,) > - . Hieraus folgt L(C;) > z wegen y). 


Die Reihe L(C,) + L(C,) + - - - ist also divergent. Nach ß) ist nun, weil die C, paar- 
weise fremd sind, (X) 2 L(C,) + : + L(C,) für jedes i. Also ist Z(K) = o im Wider- 
spruch zur Voraussetzung L(K) < ». 

B. Das Kontinuum X ist eine reguläre Kurve. Angenommen, dies wäre falsch. 
Dann gibt es in Ä einen Punkt p mit einer Umgebung U derart, daß die Begrenzung 
jeder in U enthaltenen !/mgebung V von p unendlich viele Punkte enthält. Also kann, 


9) Die Menge M heißt Limes der Mengenfolge M,, M,,... und diese Folge konvergent gegen M, wenn es zu 
jedem natürlichen i ein j, gibt derart, daß für jedes j > j, die Menge M in der = -Umgebung U (m; ) von M; und 
M,; in der r - Umgebung U (m - 5) von M enthalten ist. Die dö-Umgebung U(N; ö) einer Menge N ist die Menge aller 


. Punkte des Raumes, die von N Abstände < ö haben. 
10) Kurventheorie, S.240, Korollar. 
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da K lokal zusammenhängend ist, p mit der Begrenzung B von U verbunden werden 
durch m Bogen B,,..., B., die zu je zweien höchstens Endpunkte gemein haben, und 
zwar für jede natürliche Zahl m!'). Ist d der Abstand des Punktes p von der Begrenzung 
B, so enthält für jedes » = 1,... m der Bogen B, einen Teilbogen B/, dessen Endpunkte 


ur 


a, und b, einen Abstand > : haben, derart, daß die Bogen B; zu je zweien fremd sind. 


Nach y) ist dann Z(B}) > s und nach ß) ist (X) > L(B}) + :-- + L(B/,). Dies ergibt 


die Ungleichung ZL(K) > m - . Da dies für jede natürliche Zahl m gilt, so ist UK) = », 
im Widerspruch zur Voraussetzung L(K) <». 


GC. Das Kontinuum Ä genügt auch dem zweiten Teil der Bedingung ®,. Ange- 
nommen, dies wäre falsch. Dann gibt es in X zwei Punkte p und g derart, daß für jedes 
natürliche m > 2 mindestens m Bogen B,,..., B, in K mit den Endpunkten p und q 
existieren, die zu je zweien höchstens abzählbar viele Punkte gemein haben. Der Abstand 
der Punkte p und g heiße d. Es sei A die höchstens abzählbare, abgeschlossene Menge 
aller Punkte von Ä, welche in mindestens zwei der Bogen B, enthalten sind; es seien 
4], Ag, ... die Punkte von A. Weiter sei U, die Menge aller Punkte von Ä, welche von 


a, Abstände < haben (i=1,2,...). Die offenen Mengen U, überdecken A. Also 


d 
Yit2 
genügen nach Borel zur Überdeckung von A endlich viele der Mengen U,, etwa die Mengen 
U],..40Uj. Die Menge C,= B,— (U, + + U,) besitzt nur endlich viele Kompo- 


u 
nenten B,, (»=1,...,n,), deren Endpunkte M und e’ nicht in der Begrenzung der- 


yıw 
selben Menge U, liegen. Jedes B,, ist ein Teilbogen von B,. Je zwei Bogen B,,, Bu. 
sind fremd; ist nämlich a, = 4, = u, so folgt dies daraus, daß B,, und B,,, zwei Kom- 


ponenten einer Menge, nämlich von C,, sind; ist zu, =# 42, so ist der Durchschnitt 2, - B,, 
in A<U,+:--+ U, enthalten, also B,, :B,,. ler, da B,,<B, und B,.<B 


Hırı Havı Hırı Hi Havı Ha 


gilt und alle B,, als Teilmengen von C, zu U,+--- + U, fremd sind. Also 


gilt Z(K) 2 3 L(B,,) wegen $). Nun ist, wie sogleich bewiesen werden soll, SL{B,,) 2 . 
A,vV v _ 


für jedes «=1,...,m. Also ist (X) = m - . 


L(K) = », im Widerspruch zur Voraussetzung (X) < ». — Es ist jetzt noch $ L{B 


ME 


Dies gilt für jedes natürliche m. Also ist 


„ 


d h 
)Z— zu beweisen. An- 


zu beweisen. Wegen y) genügt es, die Ungleichung $ d(e‘,, e',) > = 


pw) "uw 
„ 


d ’ ’ mr 
genommen, es wäre EZ d(e,, 6.) < 3 für ein «. Wie aus der Definition der 3,, folgt, kann 


«, B,., solche herausgreifen, daß, wenn wir 
sie in bestimmter Reihenfolge aufschreiben und umbenennen: V,, V3, . . -, V,, folgendes 
gilt: V, enthält p und V, enthält qg (man beachte, daß p und g in A liegen, also in Mengen 
U,); je zwei aufeinanderfolgende Mengen V, und V,,, haben mindestens einen Punkt 
p, gemein; bzgl. dieser beiden Eigenschaften ist das Mengensystem V,, V3,.. ., V, irre- 


r 


duzibel (so daß die V, insbesondere also paarweise verschieden sind). Nach der Drei- 


man aus den Mengen U,,..., U, Bus» - 


ecksungleichung ist, wenn wir noch p = p,undg = p, setzen, d = d(p, g) < Z dp, Pa+1)- 
“ 


Nun sind zwei aufeinanderfolgende Punkte p,, p,;ı entweder die Endpunkte E e), 
eines Bogens B,, (wenn nämlich V,,, = B,, ist) oder sie liegen beide in einem U, (wenn 


nämlich V,,, = U, ist). Da aber für die Durchmesser d(U,) der U, nach Wahl der U, 
11) Kurventheorie, S. 216. 
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die Ungleichung Za(U,) <5 - und nach Annahme die Ungleichung Zdke, Eu e,.) = gilt, 


so ist Z Up. Pe+1) <ZdU, )+ Zdke, En e),) “ + 5» also d <.d, was ein Widerspruch ist. 


Denkt ist Satz 2 TR 


Beweis, daß 3, aus ®, folgt. 

Das Kontinuum X, das wir für sich als Raum betrachten, erfülle die Bedingung %,. 

Unter einem Stück von K verstehen wir eine abgeschlossene Teilmenge von Ä, 
deren Begrenzung höchstens endlich viele Punkte enthält. 

Um 3, zu beweisen, können und wollen wir ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit annehmen, daß A und B Stücke sind. Denn angenommen, dies wäre nicht der Fall. 
Dann sei d der Abstand von A und B. Wir überdecken nun A und B durch endlich viele 
Umgebungen U,,..., U, bzw. V,,..., V, mit endlichen Begrenzungen und Durch- 


messern <5 (was möglich ist, da X nach ®%, eine reguläre Kurve ist). Dann sind 


A*=TD,+:--+0U,und B*=V,+:--+7V, zwei fremde Stücke, welche A bzw. B 
enthalten. Ist nun ®, für A* und B* bewiesen, so um so mehr für A und B. 


Es seien also A und B zwei fremde Stücke von K. Wir setzen K—(A+B)= 
Diese Menge C ist ebenfalls ein Stück von K und besitzt daher höchstens endlich viele 
Komponenten, da jede Komponente von C, weil X ein Kontinuum ist, mindestens einen 
der endlich vielen Begrenzungspunkte von C' enthält und zwei verschiedene Kompo- 
nenten fremd sind. Als Teilkontinuum von K ist jede der endlich vielen Komponenten 
von C eine reguläre Kurve. Mithin können wir C für jedes natürliche i darstellen als 
Summe endlich vieler zusammenhängender Stücke C,,..., (u=1..„Hi; ---; 
h,=1,..., H,), die zu je zweien höchstens Begrenzungspunkte (also höchstens endlich 


viele Punkte) gemein haben und deren Durchmesser < - : ; sind’). Wir nennen diese Dar- 


stellung von C eine Zerlegung E&,. Indem wir die Blunian E,, &,,.... nacheinander 
konstruieren, können wir erreichen, daß C,>C,,>''">Cun..m>'' gilt, daß 
also jede Zerlegung C,., eine Unterteilung der vorhergehenden Zerlegung &, ist. Wir stellen 
nun jedes Stück C,,..., (das als Teilkontinuum von Ä eine reguläre Kurve, also ein 
lokal zusammenhängendes Kontinuum ist!3)) als Summe seiner zyklischen Elemente 
dar"). Auf diese Weise entsteht eine Darstellung 3; von C als Summe der zyklischen 
Elemente der Stücke C,..„ (ı =1,..,.Hı;...;h,=1,...,H,). Wir nennen diese 
zyklischen Elemente kurz Br „Elemente, 
Sind a und b zwei Punkte von C, so wollen wir unter einer a und b verbindenden 

3: Kette K,(a, b) jedes Teilkontinuum von C verstehen, welches 1. die Punkte a und 5 
enthält, 2. Summe von 3,-Elementen ist und 3. bezüglich dieser Eigenschaften 1 und 2 
irreduzibel ist. Ä,(a, b) heiße von erster oder zweiter Art, je nachdem Ä,(a, b) höchstens 
abzählbar viele (möglicherweise überhaupt keine) oder unabzählbar viele einpunktige 3;- 
Elemente enthält. 

Wir beginnen mit dem Beweis der folgenden Behauptung. 

W. Es gibt ein natürliches i derart, daß für kein Paar von Punkten ae AC,be BC 
eine sie verbindende 8,;-Kette Ä,(a, b) erster Art existiert. 


2) Kurventheorie, S.189, Zerlegungssatz; die endlich vielen Komponenten der abgeschlossenen Mengen 
dieses Zerlegungssatzes sind die verlangten zusammenhängenden Stücke. 

13) Kurventheorie S. 256. 

4) Vgl, z.B. C. Kurtowski u. G. T. Whyburn, Fund. Math. 16 (1930), S. 306—331, oder Kurventheorie, 
S. 336. 
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Wir machen die Annahme, diese Behauptung sei nicht richtig und leiten aus dieser 
Annahme her eine 

Folgerung aus Non-W. In C ist ein Bogen D enthalten, dessen Endpunkte a und b 
in A bzw. B liegen und der für jedes natürliche i höchstens abzählbar viele einpunktige 
3;Elemente enthält. 

Nach unserer Annahme, X sei nicht richtig, gibt es für jedes natürliche i eine 3;- 
Kette Ä,(a,b,) = K, erster Art, wobei a, in AC, b, in BC liegt. Es sei K,,K,,--- 
eine konvergente Teilfolge der Folge XK,, Ka, - - .'). Der Limes L dieser Teilfolge ist ein 
weder zu A, noch zu B fremdes Teilkontinuum von K'%). Da Ä eine reguläre Kurve ist, 
ist auch Z eine reguläre Kurve, also ein lokal zusammenhängendes Kontinuum"®), und 
enthält mithin einen Bogen D, dessen Endpunkte a und b in A bzw. B liegen!‘). Von 
diesem Bogen D behaupten wir, daß er für jedes natürliche i höchstens abzählbar viele 
einpunktige 3,-Elemente enthält. 

Angenommen, dies sei nicht richtig. Dann ist also für mindestens ein i = i, die 
Menge Z der in D enthaltenen einpunktigen 3,-Elemente unabzählbar. Von dieser Menge 
liegt eine unabzählbare Teilmenge Z* in mindestens einem der endlich vielen Stücke 
C,...n; ein solches Stück heiße etwa C®. Nun ist erstens jeder Punkt von Z* als 3,- 
Element von C®, d.h. als zyklisches Element von C°, entweder Zerlegungs- oder End- 
punkt!8) 19) von C’; zweitens sind, weil Z* im Bogen D liegt, höchstens die endlich vielen 
Punkte von Z*, die in der endlichpunktigen Begrenzung B(C®°) liegen, Endpunkte von 
C°; drittens?®) haben höchstens abzählbar viele Zerlegungspunkte von C® eine Ordnung 
> 2in C®. Also gilt, da Z* unabzählbar ist: die Menge Z** derjenigen Punkte des Bogens 
D, die in der in X offenen Menge C® = C° — B(C°) liegen, Zerlegungspunkte des Stückes 
C® sind und (in C°, also, da C°in X offen ist, in X) die Ordnung 2 haben, ist unabzählbar. 

Es sei nun der Punkt z, von Z** ein Kondensationspunkt von Z**. Da z, die Ord- 
nung 2 hat, existiert eine zu A + B fremde Umgebung < C® von z,, deren Begrenzung 
aus genau zwei (in D enthaltenen) Punkten c’ und c”’ besteht. Die z, enthaltende Kom- 
ponente U dieser Umgebung ist dann eine zusammenhängende Umgebung?!) < C® mit 
B(U) = (c’) + (c”). Es sei D* = DU. Dieser Durchschnitt ist erstens nicht leer, da 
er den Punkt z, enthält. Zweitens ist er zusammenhängend, also ein offener Teilbogen 
von D (mit den Endpunkten c’ und c”), da B(U) = (c’) + (c”) und D ein Bogen ist. 

Zwischenbehauptung. Ist z ein beliebiger Punkt von UZ** und sind D’(z) und D”(z) 
die beiden Komponenten von D* — (z) (offene Teilbogen von D mit den Endpunkten 
ec’ und z bzw. z und c”’), so ist U — (z) Summe zweier Komponenten U’(z) > D’(z) und 
U’’(z2)> D"(z), und die Begrenzungen dieser offenen Mengen sind gleich (c’) + (z) bzw. 
(2) + (c”’). Beweis. Da z als Punkt von Z** ein Zerlegungspunkt von C® ist und jede 
Komponente von C® — (z) wegen des Zusammenhanges von C° den Punkt z zum Häufungs- 
punkt hat, so ist z auch Zerlegungspunkt der zusammenhängenden Umgebung U <C® 
von 2. Es seien U’(z) = U’ und U”(z) = U’ zwei Komponenten von U—(z). Dann 


15) Mengenlehre, S.150; Kurventheorie, S.54; Topologie I, S. 115. 

16) Mengenlehre, S. 163; Kurventheorie, S. 50. 

17) Kurventheorie, S. 59. 

18) Ein Punkt p heißt Zerlegungspunkt von C®, wenn C® durch die Menge (p) zerlegt wird ®); p heißt Endpunkt 
von C® oder Punkt der Ordnung 1 in C®, wenn beliebig kleine Umgebungen von p in C® existieren, deren Begren- 
zungen einpunktig sind. 

19) Kuratowski-Whyburn #4), S.307; Kurventheorie, S. 336. 

20) Kurventheorie, S.158. Ein Punkt p eines Kontinuums L hat die Ordnung n, wenn n die kleinste natür- 
liche Zahl ist mit der Eigenschaft, daß beliebig kleine Umgebungen von P in L existieren, deren Begrenzungen je 
n Punkte enthalten. Existiert ein solches n nicht, so hat p die Ordnung oo. 

21) Mengenlehre, S.156; Kurventheorie, S. 33. 


Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 2. 
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sind wegen des Zusammenhanges von U die Mengen U’ + (z) und U” + (z) zusammen- 
hängend. Also ist, wenn V eine hinreichend kleine Umgebung < U von z mit einer aus 
genau zwei Punkten b’ und b’’ bestehenden Begrenzung B(V) ist (eine solche existiert, 
da z die Ordnung 2 hat), der eine dieser beiden Punkte, etwa 5b’, in U’, der andere. b”, 
in U’ enthalten. Nun liegt der eine der beiden Punkte b’ und b’’, etwa b’, in D’(z) = D’, 
der andere, b’’, in D”(z) = D’. Also sind die Durchschnitte U’- D’ und U”. D’ nicht 
leer. Wegen des Zusammenhanges von D’ und D’’ und der Tatsache, daß U’ und U” 
Komponenten von U — (z)> D’+ D” sind, folgt also D’’< U’ und D”<U’”. Da die 
Begrenzung von U nur aus den beiden Punkten ec’ und c”’ besteht, enthält die Begrenzung 
jeder der beiden Mengen U’ und U’ außer z höchstens einen der Punkte c’, e’’ oder beide. 
Nun hat aber D’ die Endpunkte c’ und z, D’’ die Endpunkte z und c”. Also muß, da D’ 
und D’ fremde, offene Teilbogen des Bogens D sind, D’< U’ und D”’< U” gilt und 
z Zerlegungspunkt von U’ + U” <C® ist, B(U’) = (c’) + (2) und B(U”) = (z) + (c”) 
sein. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. 

Es sei nun 2, ein etwa zwischen z, und c’ liegender Punkt von UZ**, welcher Konden- 
sationspunkt von Z** ist, und d ein Punkt von D zwischen z, und z, („zwischen‘ im Sinne 
der Anordnung in D). Ist dann z| bzw. z, ein zu z, bzw. z, hinreichend benachbarter 
Punkt von UZ**, so enthält nach der Zwischenbehauptung die Komponente U’(z/) mit 
der Begrenzung (c’) + (z)) und die Komponente U’”(z)) mit der Begrenzung (z,) + (c”’) 
den Punkt d. Da diese Komponenten offene Mengen < U sind, ist der Durchschnitt 


z; als Punkt von D’(z}) in U’(z;) und z, als Punkt von D’(z}) in U’(z}) enthalten ist, 
so folgt B(V,.,.) = (21) + (2). Da dals Punkt von D ein Punkt des Limes Z der Folge 
K,, K;,.. - ist, hat für hinreichend großes i, das Kontinuum K, mit V,.,, einen nicht- 
leeren Durchschnitt und enthält daher, weil K; zu A + B nichtfremd, hingegen V,.,. 
als Teilmenge von U zu A + B fremd ist, mindestens einen der beiden Begrenzungs- 
punkte z,z, von V,.,.. Da K, eine Kette K,(a,, b,) ist, gilt also: Ist 21,2, ein beliebiges 
Paar von Punkten aus Z**, wobei nur z| zu z, und z, zu 2, hinreichend benachbart ist, 
so existiert eine Kette Ä,(a,, b,) mit i> i, die mindestens einen der Punkte z), z, ent- 
hält. Nun bilden, da z, und z, zwei verschiedene Kondensationspunkte von Z** sind, 
die zu z, bzw. z, hinreichend benachbarten Punkte z; bzw. z, von Z** zwei fremde, un- 
abzählbare Mengen. Also muß für mindestens ein i > i, die Menge Ä;(a,, b,) unabzähl- 
bar viele der Punkte z/ oder z, enthalten. Nun sind diese Punkte z; und z, als Punkte 
von Z** Zerlegungspunkte von C°=C,...„,, also einpunktige 3,-Elemente und daher 
mit höchstens endlich vielen Ausnahmen (Begrenzungspunkte der C,,.,.„,!) einpunktige 
83;-Elemente. Damit ist gezeigt: Für mindestens ein i enthält die Kette Ä,(a,, b,) unab- 
zählbar viele einpunktige 3,-Elemente. Dies widerspricht aber der Tatsache, daß X (a,, b,) 
von erster Art ist. Hiermit ist die Folgerung aus Non-A bewiesen. 

Mit Hilfe der Folgerung aus Non-X führen wir nun die Annahme Non-X zu einem 
Widerspruch. 

Da A und Bendliche Begrenzungen haben und da die reguläre Kurve Ä nach Voraus- 
setzung der Bedingung 3, genügt, gibt es eine natürliche Zahl m derart, daß genau m 
(jedoch nicht mehr) Bogen D,,.. ., D„in K existieren, die zu je zweien höchstens abzähl- 
bar viele Punkte gemein haben und deren jeder die Mengen A und B irreduzibel ver- 
- bindet. Der soeben angekündigte Widerspruch wird nun dadurch hergestellt werden, 
daß wir mit Hilfe der Bogen D,,..., D„, D durch passende Abänderung (D braucht 
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i. a. nicht mit D,,...,D, abzählbare Durchschnitte zu haben!) m +1 Bogen 
Dr, .. ., D4, D%,., konstruieren, welche zu je zweien höchstens abzählbare Durchschnitte 
haben nd von denen jeder A und B verbindet. Damit wird dann die Behauptung A 
bewiesen sein. 

Falls D mit D,,..., D, je höchstens abzählbar viele Punkte gemein hat, können 
wir D,=D},..„D, = _ D* D = D},, setzen und sind fertig. 


Andernfalls kn wir mit D* die Menge der Endpunkte a und b von D und 
aller derjenigen Punkte von D, die in mindestens zwei der Bogen D,,..., D, liegen. 
Die Menge D* ist abgeschlossen und höchstens abzählbar. Jeder Punkt von D — D* 
liegt in höchstens einem der Bogen D,,...,D,. Es seien nun E', E®?,... endlich oder 
abzählbar unendlich viele, paarweise fremde, offene, die Menge (D— D*)(D, +: + D,) 
überdeckende Teilbogen von D — D* derart, daß jeder Bogen £’ mit genau einem der 
Bogen D,,..., D,„ einen nichtleeren Durchschnitt hat und daß außerdem, falls die 
Anzahl der E’ unendlich ist, der Limes superior der Mengenfolge E', E®?,... in D* ent- 
halten ist (solche Bogen E!, E?,... sind sehr leicht zu konstruieren). Nun erweitern 
wir diese Bogen E!, E?,... zu offenen Teilmengen von X ??), so daß gilt: 

x) W1, W®,...sind paarweise fremde, offene, die Menge (D— D*) (D -+ D,) 
überdeckende Tells von K mit gegen Null konvergierenden en 

ß) W’ hat für genau ein «= „(j) mit D, einen nichtleeren Durchschnitt; 

y) lim sup W’< D*; 

ö) W'.D ist ein Bogen E’< D— D*. 

Wir wollen nun in endlich oder abzählbar unendlich vielen Schritten (entsprechend 
der Anzahl der Mengen W'!, W?,...) die Bogen D,,..., D,, D so abändern, daß sie 
am Schluß paarweise höchstens abzählbar viele Punkte gemein haben. Diese Abänderung 
geht durch vollständige Induktion vor sich. Wir setzen D, = DY,...., D, = D%,D= D® 
und machen die Induktionsvoraussetzung, daß für jedes ganze i mit OSi< j bereits 
m + 1 die Mengen A und B irreduzibel verbindende Bogen D!,..., D},, D’ vorliegen, 
welche für i> 0 folgenden Bedingungen genügen: 

e) D', bzw. D‘ ist entweder gleich D}-' bzw. D'-' oder daraus entstanden, indem 
ein offener Teilbogen von D}-' bzw. D'-!, dessen Endpunkte in W‘ liegen, ersetzt 
wurde durch einen offenen Teilbogen von W* mit denselben Endpunkten; insbesondere 
ist also Di — W' < Di" — W' und D’— W'< D"— W' („=1,...,m); 

£) die außerhalb von W'+! + W't? +... liegenden Durchschnittspunkte je zweier 
der Bogen Di, ..., Di,, D' sind höchstens abzählber. 

Wir wollen nun die Bogen Di*',..., Di, D’t! konstruieren. Wir nehmen 
die Menge W’'! her. Nach $) und e) hat W’*' mit genau einem Bogen D/, („ = u(j + 1)) 
einen nichtleeren Durchschnitt. Zunächst setzen wir Di = Dit... Di, = Di, 
Da = Di... DJ, = Di. Ist nun E’*\.D/, abzählbar, so setzen wir außerdem 
D' = piH und D - —= D’*' und sind fertig. Nun sei der Durchschnitt EZ’! . D), unab- 
zählbar. Die Konstruktion von D/*' und D’*'! verläuft dann folgendermaßen. Wir 
durchlaufen D’ vom in A liegenden Endpunkt zum in B liegenden Endpunkt. Der 
erste bzw. letzte hierbei angetroffene Punkt von D’, der in Et! . Di, liegt, heiße ’a 
bzw. ’b. Der halboffene Teilbogen von D}, bzw. D’ vom Endpunkt in A einschließlich 
bis ’a ausschließlich heiße *D?, bzw. *D’, der von ’b ausschließlich bis zum Endpunkt 
in ı B einschließlich heiße ’D, bzw. ’D’; der offene Teilbogen von DS, bzw. D’ zwischen 


=) Etwa so: Ist p ein Punkt von Ei D,«j) und dder Abstand des Punktespvon (D— Ei) + - D. 
a 


so sei U(p) die Umgebung v(:5) von pin K. Wir setzen W= $U(p). 
p<Ei 
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’a und ’b heiße ’D), bzw. ’D’. Wir werden sogleich zwei offene Teilbogen "D’, und ”’D’ 
von W’*!mit den Endpunkten ’a und ’b konstruieren, die einen höchstens abzählbaren 
Durchschnitt haben und fremd sind zu “D), +?D), +°D’+?D’. Setzen wir dann 
“D, +"D, + ’pi = Di" und *D’ + "D’ +?’D’ = D’t!, so folgt aus e) und £) unter 
Zuhilfenahme von x) ohne weiteres die Richtigkeit von e) und £) fürj + 1. 

Zur Konstruktion der beiden offenen Bogen ”D’, und ""D’< W’*' mit den End- 
punkten ’a und ’b sei G die Summe von ’D’= ’D’ +(’a) + (’b) und allen in Wit! 
enthaltenen, zu ’D’ nicht fremden, jedoch zu °D’, + “D’ + ?D), + ?D’ fremden Stücken 
Cu... h=1..,H,3..;54,=1,..,.H; i=1,2,.... Da die Durchmesser 


i 


jedes Stückes C,, ,, kleiner als : sind, also diese Durchmesser gegen Null konver- 


gieren, und daher der Limes superior der zu ’D’ nicht fremden Stücke C,,,,.,, in ’D’ 
enthalten ist, ist G kompakt, und weil die Stücke zusammenhängend sind (siehe ihre 
Definition S. 96), ist G zusammenhängend, also ein Kontinuum. Esistin W*!+(’a)+(’b) 
enthalten und fremd zu *D), + °D’+?D, +?D’. Schließlich behaupten wir, daß G 
höchstens abzählbar viele Punkte enthält, welche G zwischen ’a und ’b zerlegen. An- 


genommen, es gäbe unabzählbar viele solche Punkte. Sie liegen sämtlich in ’D’<D, 


da ’D’ ein in G enthaltener Bogen mit den Endpunkten ’a und ’b ist. Da jedes der ab- 
zählbar vielen Stücke C,, ,,.„, < @ höchstens endlich viele Begrenzungspunkte hat und 
jeder Punkt von G, außer ’a und 'b, in mindestens einem solchen Stück liegt, existiert unter 
diesen Stüzken mindestens eines, wir nennen es kurz C°, in dessen Innerem unabzähl- 
bar viele der genannten Zerlegungspunkte enthalten sind. Diese Punkte sind dann 
auch Zerlegungspunkte von C® und somit einpunktige zyklische Elemente von C"®. 
Also entählt ’D’< D für mindestens ein i unabzählbar viele einpunktige 3;-Elemente, 
im Widerspruch zur Folgerung aus Non-%X. Also ist, wie behauptet, die Menge / aller 
‘a und ’b in G trennenden Punkte von G höchstens abzählbar. 


G ist als Teilkontinuum von X eine reguläre Kurve, also lokal zusammenhängend'°). 
Es sei G(’a, 'b) die ’a und ’b verbindende Kette zyklischer Elemente von G Schließlich 
sei X die Summe von / + (’a) + (’b) und allen zyklischen Elementen von G, welche 
genau zwei Punkte von / + (’a) + (’b) enthalten. Dann ist X =G(’a, 'b)®). Es sei 
Z eines dieser zyklischen Elemente. Es enthalte etwa die beiden Punkte "a und "b 
von /+(’a)+(’b). Dann enthält Z als zyklisches Element zwei Bogen ”D/(Z) und 
”D’(Z) mit den Endpunkten ”a und ”b, welche nur diese beiden Endpunkte gemein 
haben“). Dann sind 

"Di, = (Z’Di(Z) + D—((’a) + ('b)) und "D’= (2”’DIZ) + N — ((’a) + ('b)), 

wo summiert wird über alle genau zwei Punkte von /-+ (’a) + (’d) enthalten- 
den zyklischen Elemente Z von G, zwei offene Bogen mit den Endpunkten 
‘a und ’b, deren Durchschnitt gleich der Menge /, also abzählbar ist. Diese beiden 
offenen Bogen "’D’, und ”D’ sind als Teilmengen von G — ((’a) + (’b)) in W*! enthalten 
und fremd zu “D), + °D’ + ?Di,+?D’. — Hiermit ist die Konstruktion der Bogen 
"Di, und ”D’ und damit die induktive Konstruktion der Bogen D!,D},..., 
(„=1,...m), D', D®,... beendet. 

Statt D’ schreiben wir von jetzt an D},,,. Wir betrachten nun für eine beliebiges 
a=1,...m-+1 die Folge D},D},... Sie ist konvergent; denn, wie aus e) folgt, 


2) Kuratowski-Whyburn 14), S. 316. 
%) W.L. Ayres, Amer. Math. Journ. 51 (1929), S. 577—594; Kurventheorie, $. 216. 
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bilden für jedes feste natürliche j die kompakten Mengen D;— (W’ + Wit" + ...), 
wobei k die Zahlen j,j + 1,... durchläuft, eine monoton fallende, also konvergente 
Folge und der Durchschnitt J7(W’ + W’*? +...) ist leer, da die W', W®,... paar- 


weise fremd sind nach a). Der Limes D) der Folge der A und B verbindenden Bogen 
D}, D}, - - - ist sicher ein weder zu A, noch zu B fremdes Kontinuum, also, da es in der 
regulären Kurve Ä enthalten ist, eine reguläre Kurve. Es enthält mithin einen Bogen 
D#, dessen Endpunkte in A bzw. B liegen. Wir behaupten nun noch, daß diese Bogen 
DF,..., Di;ı paarweise höchstens abzählbar viele Punkte gemein haben. Hierzu 
genügt es zu zeigen, daß je zwei Kontinua D), und D/ einen höchstens abzählbaren 
Durchschnitt haben. Nun gilt D), — (Wit! + Wi? + ...)< Di, — (Wit! + Wit? +...) 
und D, — (Wit! + Wit? 4...) DD’ — (Wit! + Wit? +...) nach e), der Durch- 
schnitt der Mengen Di, — (W’*' + Wit? +...) und Di — (Wit' + Wit? +...) ist höch- 


stens abzählbar nahe Z) und der Durchschnitt 77 (W’*' + W*? + - - -) ist leer; hieraus 


folgt, daß D' - D' und damit auch D# : D} bichitenn abzählbar ist. Damit ist der oben 
(S. 98) angekündigte Widerspruch hergeleitet und die Behauptung A bewiesen. 

Für das kleinste natürliche i, für welches die Behauptung X richtig ist, bezeichnen 
wir die endlich vielen (zusammenhängenden) Stücke €, ,..„(Aı=1;..., Hj;...;h,=1,..., H,) 
in irgendeiner Reihenfolge mit C!,...,C”. Dann ist also € dargestellt als Summe der 
endlich vielen (regulären) Teilkurven C',...,C*, die zu je zweien höchstens endlich viele 
Punkte gemein haben. Es sei 3 die Darstellung von C als Summe der zyklischen Elemente 
der C',..., C*; diese Elemente selbst nennen wir 3-Elemente. Statt K;(a, b) schreiben 
wir K(a, b); jede Kette K(a, b) ist also ein Teilkontinuum von C, welches die Punkte 
a und 5b enthält, Summe von 3-Elementen ist und bzgl. dieser beiden Eigenschaften 
irreduzibel ist. Eine Kette K(a, b) heißt von erster Art, wenn sie höchstens abzählbar 
viele einpunktige 3-Elemente enthält. Wir nennen nun noch einen Punktkvon Ä einen 
Punkt erster Art, wenn er entweder in A enthalten ist oder mit mindestens einem Punkt 
a von A durch eine Kette Ä(a, k) erster Art verbunden werden kann (d.h. wenn für 
mindestens ein a aus A ein K(a, k) erster Art existiert). Es sei A’ die Menge aller Punkte 
erster Art von K. Nach Wahl von i gilt dann: 


®. Die Menge A’ ist fremd zu B. 
Über diese Menge A’ beweisen wir nun weiter: 
&. Die Menge A’ ist abgeschlossen. 


Da A< A’ abgeschlossen, A’ zu B fremd und AÄ— (A + B) = C ist, genügt es, 
folgendes zu beweisen: Ist der Punkt ce von € Limes einer Folge von Punkten c!, c?,... + c 
erster Art aus € (also von Punkten aus A’C), so ist auch c von erster Art. Dies wollen 
wir zeigen. Zu jedem Punkt c’ gibt es eine Kette Ä(a’, c’) erster Art, welche €‘ mit 
einem Punkt a’ von AC verbindet. Da AC als (gemeinsame) Begrenzung von A (und (;; 
siehe die Definition von C, S. 96) nur endlich viele Punkte enthält, kann ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit angenommen werden, daß die Punkte a!, a?,... sämtlich ein- 
ander gleich sind: a = a?=---= a (nötigenfalls Übergang zu einer Teilfolge). Da 
die Punkte c!, c?,...inC =(C!+---+ C* liegen, kann weiter angenommen werden, 
daß alle Punkte c!, c?,... in einem der Stücke C",..., C*, etwa in C'! enthalten sind. 
Schließlich können wir annehmen, daß die Mengenfolge K(a, c!), K(a, c?),... konver- 
giert!°). Der Limes dieser Mengenfolge ist ein die Punkte a und c enthaltendes Kon- 
tinuum F< K'!®), 

Angenommen nun, wir hätten bereits gezeigt, daß F höchstens abzählbar viele 
Punkte enthält, welche einpunktige 3-Elemente sind. Bilden wir dann die Summe F’ 
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von F und allen zu F nicht fremden (mehrpunktigen) 3-Elementen, so ist F’ ein a und 
ce enthaltendes Kontinuum, welches Summe von 3-Elementen ist und daher eine Kette 
K(a,c) enthält. Diese Kette ist aber von erster Art, da F (und damit F’) höchstens 
abzählbar viele einpunktige 3-Elemente enthält, wie als bewiesen angenommen wurde. 
Damit ist E& bewiesen. 

Wir haben noch nachträglich zu zeigen, daß F wirklich höchstens abzählbar viele 
einpunktige 3-Elemente enthält. Da F eine Teilmenge von € = C'! 
genügt es, zu beweisen, daß jeder Durchschnitt F-C* (k=1,...,h) höchstens ab- 
zählbar viele einpunktige 3-Elemente enthält. Ist # - C* leer oder in der nur aus endlich- 
vielen Punkten bestehenden Begrenzung von C* (C* ist ein Stück von C'!) enthalten, 
so ist unsere Behauptung in trivialer Weise richtig. Wir können also von vornherein 
annehmen, daß F auch innere Punkte von C* enthält. Wir unterscheiden nun zwei 
Fälle. 

Erster Fall: k #1. Dann sind die Punkte c!, c?, ..., da in (’! gelegen, nicht innere 
Punkte von C*, sondern höchstens Begrenzungspunkte von C*. Mithin ist für jedes j 
jede Komponente des Durchschnittes Ä(a, ce) -C* entweder ein Begrenzungspunkt 
von C* oder eine Kette K(d!, d?), welche zwei Begrenzungspunkte d!, d?2 von (* ver- 
bindet. Nun hat C* nur endlich viele Begrenzungspunkte d und je zwei Begrenzungs- 
punkte d!, d? sind in C* nur durch genau eine Kette K(d!, d?) verbunden (die 3-Ele- 
mente < C* sind die zyklischen Elemente von C*!). Also sind, da die Folge der Durch- 
schnitte K(a,c)-C* (j=1,2,...) konvergiert, für fast alle j die Durchschnitte 
K(a, c’) - C* gleich einer festen Summe $ von endlich vielen Begrenzungspunkten von 
C* und endlich vielen Ketten K(d', d?) < C*, welche Begrenzungspunkte von C* in (* 
miteinander verbinden. Also ist auch F - C* gleich einer Menge S’, die entweder gleich 
S$ ist oder aus S hervorgeht durch Hinzufügung einiger der endlich vielen Begrenzungs- 
punkte von C*. Nun ist jede Kette ÄX(d!, d?), die in $ enthalten ist, Teilmenge einer 
Kette K(a, ce’) erster Art, enthält also höchstens abzählbar viele einpunktige 3-Ele- 
mente. Mithin enthält auch $ und damit F - C* höchstens abzählbar viele einpunktige 
3-Elemente. Damit ist der erste Fall erledigt. 


Zweiter Fall: k=1. Ist U” für beliebiges natürliches n eine Umgebung von c 


ar 1 a : . 
mit einem Durchmesser < -, deren Begrenzung nur endlich viele Punkte enthält, so 
n 


genügt es wegen F-C!=(c) + FF -(C! — U") zu zeigen, daß für jedes n der Durch- 
n=1 


schnitt F - (C! — U") höchstens abzählbar viele einpunktige 3-Elemente enthält. Dies 
ergibt sich analog wie für F - C* im ersten Fall unmittelbar daraus, daß für jedes j jede 
Komponente des Durchschnittes Ä(a, c’) - (C! — U") entweder einer der endlich vielen 
Begrenzungspunkte von C!— U” oder gleich dem Durchschnitt von C!— U” mit 
der eindeutig bestimmten Kette K(d!, d?2)< C" ist, welche zwei Begrenzungspunkte 
d', d® von C! — U" in C! verbindet. — Damit ist & bewiesen. 

D. Die Begrenzung B(O) jeder Komponente O von K— A’ ist endlich. 

Nach € ist A’ in K abgeschlossen, also X — A’ und mithin auch jede Kompo- 
nente O von K— A’in K offen?!) (K ist als reguläre Kurve lokal zusammenhängend ®)). 
Mithin ist O bogenverknüpft!?”). Es sei p ein fester Punkt von O0. Wir nennen einen 
Punkt g von B(0O) erreichbar, wenn ein Bogen mit den Endpunkten p und gexistiert, 
der bis auf den Endpunkt g ganz in O enthalten ist. Es sei E die Menge der erreichbaren 
Punkte von B(O). Wir behaupten zunächst: E ist dicht in B(O). Ist nämlich r ein be- 
liebiger Punkt von B(O) und U eine beliebige Umgebung von r, so enthält O als regu- 
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läre Kurve (0 ist ein Teilkontinuum von Ä!) für jeden zu r hinreichend benachbarten 
Punkt s von O einen in U enthaltenen Bogen mit den Endpunkten r und s. Verbindet 
man nun noch den Punkt s mit p durch einen Bogen < O, so enthält die Summe dieser 
zwei Bogen einen Teilbogen, der den Punkt p als Endpunkt hat, dessen zweiter End- 
punkt e in U - B(O) liegt und der, abgesehen von diesem Endpunkt e, ganz in O liegt. 
Der Punkt e ist dann erreichbar, also in £ enthalten. Damit ist unsere Behauptung 
betr. E bewiesen. 

Nun zum Beweis von ®. Wir machen die Annahme, ® sei falsch, d. h. es enthalte 
B(0) unendlich viele Punkte. Da A< A’ gilt nach Definition von A’ (S. 101) und A’ 
zu B’ fremd ist nach 8 (S. 101), so ist B(O) in K—(A + B)=C enthalten. € ist 
Summe der endlich vielen Stücke C',...,C*, von denen jedes nur endlich viele Be- 
grenzungspunkte hat. Mithin existiert ein Häufungspunkt 5b von B(O), welcher im 
Innern eines der Stücke C',..., C*, etwa im Innern von C', enthalten ist. Da £ in 
B(0) dicht ist, existiert eine konvergente Folge e,, €, ..... von paarweise verschiedenen, 
ebenfalls im Innern von €! enthaltenen Punkten von E mit dem Limes b. Jeder Punkt 
e, ist als Punkt von B(O) in A’, jedoch als innerer Punkt von C'' nicht in A enthalten; 
mithin existiert für jeden Punkt e, eine Kette X, = K(a,, e,) erster Art, also ein Kon- 
tinuum, welches e, mit einem Punkt a, von A verbindet; da X, von erster Art und mit- 
hin jede Teilkette ebenfalls von erster Art ist, da außerdem jeder in X, enthaltene Punkt 
durch eine Teilkette von Ä, mit a, verbunden werden kann, ist jeder Punkt von X, in 
A’ enthalten, also K, eine Teilmenge von A’. Jedes K, enthält ein Teilkontinuum Z,, 
welches in C' enthalten ist und e, mit einem Begrenzungspunkt c, von C' verbindet. 
Da die Begrenzung von C'! nur endlich viele Punkte enthält, ist einer von ihnen mit 
unendlich vielen der Punkte c,, c,, .... identisch. Indem wir nötigenfalls zu einer Teil- 
folge übergehen, können wir also ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB =%=:-'=cist. Jeder Punkt e, kann als erreichbarer Punkt von B(O) mit 
p verbunden werden durch einen Bogen, der bis auf den Endpunkt e, in O enthalten 
ist. Es sei B, solch ein Bogen. Mit B}; bezeichnen wir die den Punkt e, enthaltende 
Komponente des Durchsehnittes B,-C!. Dies ist ein Teilbogen von B,, welcher e, 
entweder mit einem der endlich vielen Begrenzungspunkte von C'! oder mit p verbindet 
(letzteres setzt natürlich voraus, daß p in C' liegt, was nicht der Fall sein muß). Für 
die von e, verschiedenen Endpunkte der B’, stehen also nur endlich viele Möglichkeiten 
zur Verfügung. Sie können mithin nicht paarweise verschieden sein. Es seien etwa 
die von e, und e, verschiedenen Endpunkte von B} und B} einander gleich. Dann ist 
B’ + B} ein in C' enthaltenes Kontinuum, das bis auf die in ihnen enthaltenen Punkte 
e, und e, ganz in O liegt. Nun enthält sowohl das Kontinuum Z, + Z,, wie auch das 
Kontinuum B} + B} (beide sind als Teilkontinuen von Ä reguläre Kurven) einen 
Bogen D bzw. D’ mit den Endpunkten e, und e,. Da D als Teilmenge von Z, + L3< K,+K, 
in A’ (und C'), hingegen D’— ((e,) + (e,)) inO< K— A’ (und C,) enthalten ist, haben 
D und D’ nur die Endpunkte e, und e, gemein. Die Summe ist also ein topologischer 
Kreis, der (in C, enthalten und) weder zu A’fremd noch in A’ enthalten ist. Da D+ D’ 
in C! enthalten und ein topologischer Kreis ist, ist D + D’ in einem zyklischen Element 
Z von C' enthalten. Dann ist X, + Z eine Kette (oder enthält zumindest eine solche), 
welche die Punkte von D’— ((e,) + (e,)), also Punkte von C', die nicht in A’ liegen, 
mit dem Punkt a, von A verbindet; diese Kette ist von erster Art, da Ä, von erster 
Art ist. Dies widerspricht aber der Definition von A’, wonach A’, außer A sämtliche 
Punkte von € enthält, die mit Punkten von A durch Ketten erster Art verbunden 
werden können. — Damit ist D bewiesen. 
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E. Es sei O eine Komponente von K— A’. Dann gilt: Jeder Punkt von B(O) hat 
eine endliche Ordnung in O. 

Angenommen, der Punkt a von B(O) habe eine unendliche Ordnung in ©. Dann 
existiert in O ein ©-Bein mit dem Scheitel a, d.h. es existieren in O abzählbar unend- 
lich viele Bogen T7,, 7,, .... mit aals Endpunkt, die zu je zweien außer diesem Endpunkt 
keinen weiteren Punkt gemein haben®). Indem wir nötigenfalls zu einer Teilfolge 
von T,, 7g,... übergehen und außerdem diese Bogen an den von a verschiedenen 
Enden verkürzen, können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß 
die Bogen 7,, 7,,... sämtlich in einem und demselben der Stücke C!,..., C*, etwa 
in C! enthalten sind (der Punkt a ist als Punkt von B(O) in B(A’), also wegen A< A’, 
® und € in C, jedoch nicht in B enthalten; eine hinreichend kleine Umgebung von a 
inO<K— A’ ist also eine Teilmenge von C = C!+---+ (C*). Da B(O) nach ® nur 
endlich viele Punkte enthält, können wir (nach eventueller weiterer Verkürzung der 
Bogen 7,) annehmen, daß 7,— (a) in O enthalten ist ((=1,2,...). Da 0 bogen- 
verknüpft ist (vgl. den Anfang des Beweises von €) können wir den Endpunkt t, jedes 
T, mit einem festen Punkt p von O durch einen Bogen 7! <O verbinden. Es sei 77 
die den Punkt a enthaltende Komponente des Durchschnitts des Kontinuums 7, + 7; 
mit C!. Dieses Kontinuum 7’’ enthält entweder p oder einen der’endlich vielen Be- 
grenzungspunkte von C'! (oder beides). Mithin liegt p oder mindestens einer der end- 
lich vielen Begrenzungspunkte von C! in mindestens zwei der Kontinuen 7’’, etwa in 
T,' und 7%. Es gilt also folgendes: der Durchschnitt 77’ - 7, enthält erstens 
den Punkt a, zweitens noch einen weiteren Punkt, jedoch ist a ein isolierter Punkt des 
Durchschnittes 7% - 7, (da die Bogen 7, und 7, nur a gemein haben und 7} und T, 
den Punkt a nicht enthalten). Also enthält das Kontinuum 77’ + 7} (als Teilkonti- 
nuum von K ist es ebenfalls eine reguläre Kurve, also lokal zusammenhängend) einen 
topologischen Kreis Z, welcher b enthält. Nun ist Z — (a) sowohl in C! als auch in O 
enthalten (weil dies für die Bogen 7,, 7,, 7}, 7}, also auch für 77, T, gilt). Es sei 
Z das L enthaltende zyklische Element von C'!. Es enthält“a und ist nicht fremd zu O. 
Nun ist a als Punkt von A’ entweder in A enthalten oder mit einem Punkt a, von AC 
verbunden durch eine Kette Ä(a,, a) erster Art. Dann ist Z bzw. K(a,, a) + Z eine Kette 
erster Art, welche die Punkte von — (a) mit A verbindet. Also ist Z—(a) in A’ 
enthalten nach Definition von A’, im Widerspruch zuL—(a)<O und O<K—A’ 
Damit ist & bewiesen. 


%. Es sei O eine Komponente von K—A', a ein Punkt von B(O), n die nach & 
endliche Ordnung von a inO. Dann existiert eine beliebig kleine, zusammenhängende Um- 


gebung U von a in O mit genau n Begrenzungspunkten b,,...,b,, für welche U — (a) 
in n Komponenten V,,..., V„ mit B(V,) = (a) + (b,) zerfällt derart, daß die Menge 
der Punkte von V, welche a und b, in V, trennen, unabzählbar ist (v=1,...,n). 


Da a in der regulären Kurve 0 die Ordnung n hat, existieren inO n Bogen T\,,..., 7, 
mit dem Endpunkt a, die zu je zweien außer a keine weiteren Punkte gemein haben). 
Wir wählen diese Bogen von vornherein so klein, daß jeder von ihnen in einem der 
endlich vielen Stücke C’,..., C* enthalten ist (vgl. hierzu Zeile 8—10 des Beweises 
von &E und beachte außerdem, daß die Stücke C!,..., C* paarweise höchstens endlich 
viele Punkte gemein haben). Nun existiert eine beliebig kleine Umgebung U von a in 


O, deren Begrenzung B;(U) bzgl. O genau n Punkte enthält?°). Wir wählen U sofort 


25) Kurventheorie, S. 214. 
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so klein, daß gilt: ax) U<C! +» + C* (vgl. Zeile 8—10 des Beweises von €); 8) U ent- 
hält keinen der nach ® endlich vielen, von a verschiedenen Punkte von B(O) (so daß 
also die Begrenzung B; (U) von U bzgl. O in O enthalten ist); y) B; (U) hat mit 
jedem Bogen T', einen nichtleeren Durchschnitt, also genau einen Punkt 5, gemein; 


ö) U— (a) enthält keinen Begrenzungspunkt eines Stückes C!,...,C*. Falls U nicht 
zusammenhängend ist, ersetzen wir U durch die a enthaltende (in. Ö ebenfalls offene?!)) 
Komponente von U und bezeichnen diese Komponente wieder mit U; auch sie ist eine 
Umgebung von a in O, die, falls U von vornherein hinreichend klein gewählt war, eben- 
falls die Begrenzung B;(U) = (b,) ++ (b,) hat und die Eigenschaften x)—ö) 
besitzt. Wir ersetzen nun noch jeden Bogen 7, durch denjenigen Teilbogen, welcher 
die Endpunkte a und b, hat und bezeichnen denselben wieder mit 7,; dann ist 7, in 
U enthalten, da B;(U) nur die Punkte b,,...,d, enthält. 

Wir behaupten jetzt: U — (a) zerfällt in genau n Komponenten V, > T, —((a)-+(b,)) 
(v=1,..., n). Zunächst liegen die offenen Bogen 7, —((a) + (b,)) sicher in verschiedenen 
Komponenten von U —. (a). Denn angenommen, es lägen etwa 7, — ((a) + (b,)) = 7} 
und 7,— ((a) + (b,))= T, in derselben Komponente V von U—(a). Da U eine 
Umgebung von a in O ist und ß) gilt, ist U — (a) offen in O, also, da O in Ä offen ist, 
offen in K. Mithin ist auch V offen in Ä?!), also bogenverknüpft!?). Es existiert also 
in V ein Bogen 7, welcher zwei Punkte von 77 und 7, miteinander verbindet. Die 
Summe (a) + 7j + T} + T enthält dann einen topologischen Kreis Z, welcher a ent- 
hält; er ist in V + (a) enthalten, weil dies auch für die soeben genannte Summe gilt. 
Wegen ö)und VY< U — (a) enthält V keinen \ Begrenzungspunktgines Stückes C!,..., C*; 
hieraus und aus dem Zusammenhang von V folgt aber wegen «), daß V und Fa 
L<V+(a)< V in einem der Stücke C! „..., (0%, etwa in C! enthalten ist. Hieraus 
folgt analog wie am Schluß des Beweises von € ein Widerspruch. Also liegen tatsäch- 
lich die offenen Bogen 7, — ((a) + (b,)) in verschiedenen Komponenten V, von U — (a) 
(v»=1,...,n). Weitere Komponenten hat U — (a) sicher nicht. Denn angenommen, 
es wäre V,„., eine weitere Komponente von U— (a). Da.U zusammenhängend ist, 
ist a ein Häufungspunkt von V,,,. Mithin hat, da V,„,, zusammenhängend ist, die 
Begrenzung B;(W) jeder hinreichend kleinen Umgebung W von a in O nicht nur 
mit den Bogen 7,< V,(v=1,...,n), sondern auch mit V„+, einen nichtleeren Durch- 
schnitt, also mit O mindestens n + 1 Punkte gemein, im Widerspruch dazu, daß a in 
O die Ordnung n hat. Also zerfällt tatsächlich U — (a) in die n Komponenten 
V,>T—((a) + (b)) »=1,...,n). 

Schließlich zeigen wir, daß die Menge der Punkte von V,, welche a und b, in V 
trennen, unabzählbar ist. Angenommen, für ein », etwa für »= 1, wäre dies nicht 
richtig. Wir verbinden die Punkte a und 5, in der regulären Kurve V, durch die Kette 
K,, bestehend aus zyklischen Elementen von V,. Diese Kette enthält dann auf Grund 
unserer Annahme höchstens abzählbar viele einpunktige Elemente. Nun ist in y, 
in einern Stück C!,...,C*”, etwa in C! enthalten (Beweis analog wie soeben für V). 
Also ist jedes zyklische Element von V, in einem zyklischen Element von C\,, also in 
einem 3-Element enthalten. Ersetzen wir jedes Element von Ä, durch das es ent- 
haltende 3-Element, so entsteht ein a und 5, enthaltendes Kontinuum X; (X, ist ein 
Kontinuum und die Durchmesser der zyklischen Elemente von C'!, die mehrpunktig 
sind, sind abzählbar und ihre Durchmesser konvergieren gegen Null'*), welches Summe 
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von 3-Elementen ist, von denen aber höchstens abzählbar viele einpunktig sind (weil 
K, höchstens abzählbar viele einpunktige Element von V, enthält). Also enthält Ki 
eine Kette erster Art, welche a und b, verbindet. Da a als Punkt von B(O) < B(A’) in 
A’ liegt, liegt alsoauch b, in A’(Definition von A’, S.101). Dies widerspricht aber der Tat- 
sache, daß b, als Punkt von B;(U) in O (siehe ß)), also in X — A’ liegt. Damit ist 5 
bewiesen. 

Jetzt kommen wir endlich zum Beweis von ®,. Von den Komponenten der nach 
€ offenen Menge K — A’ haben nur endlich viele mit B nichtleere Durchschnitte. Denn 
angenommen, es hätten die unendlich vielen Komponenten 0!1,0?,... mit B nicht- 
leere Durchschnitte. Je zwei der Kontinuen O1, 02,... haben höchstens Punkte gemein, 
die in ihren Begrenzungen, also in A’ liegen (jedes O' ist offen in X ?)). Ist 0% 0%,... 
eine konvergente Teilfolge von O}, 02,...15), so hat der Limes, da die O’ zu B nicht 
fremd sind, mit Bmindestens einen Punkt p gemein. Ist nun U eine so kleine Umgebung 
von p, daß U zu A’ fremd ist, so haben fast alle Kontinua der Folge 0%, 0”,... mit 
der Begrenzung B(U) einen nichtleeren Durchschnitt, und diese Durchschnitte sind 
paarweise fremd, da B(U) zu A’ fremd ist. Also enthält B(U) unendlich viele Punkte 
für jede hinreichend kleine Umgebung U von p, im Widerspruch zur Regularität von 
K. Es seien O!,...,Or die endlich vielen Komponenten von X— A’, die zu B nicht 
fremd sind. Jede von ihnen ist offen in X ?'). Also ist auch ihre Summe O* offen in K. 
Wir setzen nun X — 0* = A*. Diese Menge ist abgeschlossen, da O* offen ist. Es gilt 
A<A*,daA<A’undO*<K— A’ist. Schließlich ist A* zu Bfremd,daBinK— A’ 
enthalten ist nach 8, also in O0* =0!-+ .-.--+0r enthalten ist nach Definition der 
RR 7 

Es seien aj,...,a7, die nach ® endlich vielen Begrenzungspunkte von 0° 
(e=1,...,r). Sie haben nach € endliche Ordnungen n},...,n;, in 0°. Zu jedem 
Punkt a$ wählen wir eine Umgebung U?® in O® im Sinne von %; wir wählen sie so klein, 
daß ihre abgeschlossenen Hüllen sämtlich zu B fremd sind (die Punkte a? liegen in 
B(0°) < B(A’)< A’, also nach ® nicht in B) und so, daß je zwei U%, U$: fremd sind 
außer wenn az: = a? ist; in diesem Fall sollen Us: und U% nur den Punkt a5: = a}: 
gemein haben. U$—. (a?) zerfällt nach % in n$ Komponenten V%,(v=1,...,n$) mit 
B(V3,) = (a$) + (b$,) derart, daß die Menge der Punkte von V3,, welche a$ und 5}, in 
V$, trennen, unabzählbar ist. Wir bezeichnen nun die Komponenten V3, (oe =1,...,r; 
A=41,..„l;vr=41,...,n$) in irgendeiner Reihenfolge mit W,,..., W„, die Punkte 
b?, in derselben Reihenfolge mit b,,..., b,; entsprechend bezeichnen wir die Punkte 
a3 mit @,,...,@,, so daß W, die Begrenzungspunkte a, und 5, hat (hierbei tritt jeder 
Punkt a$ unter den a, so oft auf, wie erin den Begrenzungen von Komponenten O',..., 0’ 
liegt). 

Da die Umgebungen U$ im Sinne von % gewählt wurden, enthält jedes W, eine 
‚überabzählbare Menge M, von Punkten, von denen jeder a, und b, in W, trennt. Für 
jeden Punkt p, aus M, ist W, — (p,) Summe zweier offener Mengen W,, und Ww; mit 
B(W,) = (a,) + (p,) und B(W/) = (b,) + (p,). Nun ist B(A*) = (a,) + (a„). Also 
ist A*+ WI] +: + W,, eine Umgebung W’ von A*, also wegen A< A* eine Um- 
gebung von A, und ihre Begrenzung B(W’) ist gleich (p}) + - + (p„)- Die Menge 
A* ist fremd zu B, wie soeben bei der Definition von A* festgestellt wurde; die W’ sind 
Teilmengen der Us und daher fremd zu B nach Wahl der U%. Also ist W’ fremd zu B. 
Mithin ist W”’= K— W’ eine offene Menge, welche B enthält. Zusammenfassend 
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können wir also feststellen: X — ((pı) + : + (p,)) ist Summe zweier fremder, offener 
Mengen W'’ >A und W”>B; m.a.W.: (p,) + ::--+ (p,) trennt A und Bin K;da- 
bei ist p, ein beliebiger Punkt der überabzählbaren Menge M, (»=1,..., m). 

Damit ist ®, bewiesen. 


Beweis, daß 3, aus 2, folgt. 


Es sei X ein Kontinuum (wir betrachten es für sich als Raum), das der Bedingung 
B, genügt. 

Zunächst ist X eine reguläre Kurve. Es sei nämlich p ein Punkt von X und U 
eine Umgebung von p. Wir setzen (p) =A und Ä— U=B. Nach 8, existieren dann 
endlich viele Punkte p,,.... ., p, derart, daß die Menge K— ((pı) + - :: + (p,„)) Summe 
zweier fremder, offener Mengen V und W ist, von denen die erstere die Menge A = (p) 
die letztere die Menge B enthält. Dann ist V eine in U enthaltene Umgebung von p’ 
deren Begrenzung in (p,) + + (p,) enthalten, also endlich ist. ’ 

Nun seien A und B zwei beliebige fremde, abgeschlossene Teilmengen von K und 
M,,-.., M,„ unabzählbare Mengen im Sinne von ®,. Hierbei sei m möglichst klein 
gewählt. 


Es sei p ein beliebiger Punkt von M, ++ M,, etwa ein Punkt von M,. 
Da K als reguläre Kurve lokal zusammenhängend ist !?), hat p beliebig kleine zusammen- 
hängende Umgebungen *). Es sei U, eine so kleine EN: ae 
von p, daß U,zu A + B fremd und jede der Mengen N, = M,— U, =1, ‚u—1, 
u-+1,..., m) "unabzählbar ist. Angenommen nun, für jedes (m — 1)- -Tupel p,, - - -» Pu» 
Pati +* + Pm von Punkten aus N An Ararın A a es eine Zer- 
legung der Menge K—((p)+ + (Pu) + (P) + (Pur) ++ (p)) in zwei 
fremde, offene Mengen V>A und W >B derart, daß B(U,) EEE zu V oder zuW 
fremd, also in W bzw. V enthalten wäre; dann wäre die Menge 


K—((p)+ + tut’ + (P)) 


Summe der beiden fremden, offenen Mengen V—U>A und W+ U,>B 
bzw. V+U,>A und W— U,>B. Es würden also die Mengen N,,..., 
N u Nun + - +» N„ die Bedingung ®, befriedigen, im Widerspruch dazu, daß m mög- 
lichst klein gewählt ist. Damit ist bewiesen: Es gibt ein (m—1)-Tupel p,, - - -, Pu_1 Pat 


.Pmvon Punkten aus N,,..., N, 1» Ny41» ++, N, und eine Zerlegung von 


—(d)+ +2. )+ PD +2) + +) 
in zwei fremde, offene Mengen V undW, deren Durchschnitte mit B(U,) nicht leer sind. 
Dann ist U, — (p) Summe der beiden fremden, in U, offenen Mengen V’= U,- V und 
W'= U, -W mit V’- B(U,) #0 und W’- B(U,) #0. Dies heißt aber: p zerlegt die 


zusammenhängende, abgeschlossene Umgebung U, von p, und zwar zwischen zwei 
Punkten von B(U,). Der Punkt p ist also ein lokaler Zerlegungspunkt ?”) von X und 
kein Endpunkt von X, da B(U,) mindestens zwei Punkte enthält und U, eine hin- 
reichend kleine, zusammenhängende, im übrigen aber beliebige Umgebung von p ist. 


Nun ist die Menge aller lokalen Zerlegungspunkte von X mit Ordnungen > 2 
höchstens abzählbar®). Da die Mengen M,,..., M, unabzählbar sind, können und 


m 


26) Kurventheorie, S. 32. 

2”) Ein Punkt p eines lokal zusammenhängenden Kontinuums K ist ein lokaler Zerlegungspunkt von K, wenn 
eine zusammenhängende Umgebung U von pin K existiert derart, daß p Zerlegungspunkt von U ist. 

28) Kurventheorie, S. 164. 


14* 
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wollen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß jeder Punkt von 
M,+::-+ M, die Ordnung 2 hat (Endpunkte, d.h. Punkte der Ordnung 1 ent- 
hält M, + ++ M,, nach dem vorhin Bewiesenen nicht). 

In jeder Menge M,,..., M, wählen wir einen Kondensationspunkt: 91, - - +, 4m» 
Zu q, wählen wir eine zusammenhängende Umgebung U, mit genau zweipunktiger Be- 
grenzung B(U,) = (a,) + (b,) (a=1,...,m) derart, daß die Mengen U, paarweise 
und zu A + B fremd sind und daß die Mengen M,— U, (x + r) unabzählbar sind. 
Nach dem vorhin Bewiesenen trennt dann jeder Punkt p, der unabzählbaren Menge 
U,- M, die Punkte a, und 5, in U,(a =1,...,m). Wir setzen U, +: +U,„=U. 
Dann ist U eine zu A + B fremde, offene Menge mit der Begrenzung 

BU)=(a)+ +) +) ++ (bu). 

Die Komponenten von U sind U,,..., U,. Da die Punkte g,,...,9,„ Punkte von 
My. .., M,„ sind, ist die Menge K— ((g,) + *' + (9,)) Summe zweier fremder, 
offener Mengen V>A und W>B, deren Begrenzungen in (9) ++ (q,), also 
in U enthalten sind. Daher sind die Mengen A* = V— U und B+* = W— U fremd 
und abgeschlossen, und es gilt, da A<V, B<W und (A+B):-U=0 ist, A*>A 
und B*>B. Für jedes «=1,...,m ist die Begrenzung B(U,) = (a,) + (b,) weder 
zu A* noch zu B* fremd, also etwa a, in A*, b, in B* enthalten; denn wäre dies für ein 
a falsch, so würde jedes (m — 1)-Tupel p1, - - -, Pu_ı Putis + +? m,’ wobei p, ein be- 
liebiger Punkt der unabzählbaren Menge U, - M, ist, die Mengen A* und B*, also die 
Mengen A und B iin K trennen, da jedes p, die Begrenzungspunkte a, und b, in U 
trennt und A*+ U+ B*=K ist; dies widerspricht aber der Tatsache, daß m mög- 
lichst klein gewählt ist. 

Damit ist folgendes bewiesen: 

&. Zu je zwei fremden, abgeschlossenen Teilmengen A und B von K gibt es zwei 
ebenfalls fremde, abgeschlossene Teilmengen A*> A und B*>B von K derart, daß folgen- 
des gilt: K— (A* + B*) besteht aus endlich vielen Komponenten U,,..., U, mit der 
Eigenschaft, daß U, mit A* und B* je genau einen Punkt a, bzw. b, gemein hat und die 
Menge der Punkte von U,, welche a, und b, in U, trennen, unabzählbar ist (u = 1,..., m). 

Wir beweisen nun weiter drei Hilfssätze; die beiden ersten dienen nur zum Be- 
weis des dritten, mit dem dann’die gesuchte Einbettung von Ä in den Euklidischen 
E, verhältnismäßig rasch konstruiert werden kann. 

Hiüfssatz 1. Es sei L eine reguläre Kurve; sie enthalte überabzählbar viele Punkte, 
welche zwei feste Punkte a, und a, von ZL in L trennen; weiter sei S ein einfacher Strecken- 
zug (Summe endlich vieler Strecken, die zu einer Strecke homöomorph ist) mit End- 
punkten e, und e,; dann existiert eine monotone ®®) Abbildung g von ZaufS mit g(a,) = e, 
und g(a,) = &. 

Beweis. Indem wir $ von e, nach e, durchlaufen, legen wir in $ eine lineare Ord- 
nung fest: p < g bedeute, daß wir den Punkt p von 5 vor dem Punkt g von $ antreffen. 
‘Ist L(a,, a) die Menge aller Punkte von Z, welche a, und a, in Z trennen, so ist 
L* = L(a,, a;) + (a,) + (a,) abgeschlossen®). Wir verbinden a, und a, in Z durch 
einen Bogen B. Dann gilt Z*< B. Wir durchlaufen B von a, nach a, und schreiben, 


2) Eine eindeutige, stetige Abbildung eines metrischen Raumes heißt monoton, wenn das Urbild jedes Bilü- 


punktes zusammenhängend ist. 
30) G. T. Whyburn, Bull. Amer. Math. Soc. 88 (1927), S. 306—308 und 685—689, und R.L. Wilder, ebendort, 


34 (1928), S. 649—665. 
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wenn p und g zwei Punkte von L* sind und wir p vor g antreffen, p <g. Da ZL* eine 
unabzählbare, abgeschlossene Teilmenge des Bogens B ist, enthält Z* sicher eine null- 
dimensionale, perfekte Menge N. Dann existiert eine eindeutige, stetige, ordnungs- 
treue Abbildung?!) g von N + (a,) + (a,) auf $ mit g(a,) = e, und g(a,) = e, derart, 
daß jeder Punkt von $ genau einen Urbildpunkt hat außer abzählbar vielen (in $ dicht 
liegenden) Punkten b,, ba, . .., von denen jeder genau zwei Urbildpunkte hat (diese 
sind dann benachbart in N + (a,) + (a,), d. h. zwischen ihnen liegt kein weiterer Punkt 
von N + (a,) + (a,); je zwei benachbarte Punkte von N + (a,) + (a,) sind auf den- 
selben Punkt von $ abgebildet). Die hiermit auf N + (a,) + (a,) bereits definierte 
Abbildung g setzen wir nun folgendermaßen fort auf ganz L. Die Komponenten der 
offenen Teilmenge L— (N + (a,) + (a,)) von Z sind in Z offen. Es sei L’ eine von 
ihnen. Die Begrenzung B(L’) von L’ besteht aus höchstens zwei Punkten von 
N + (a,) + (a,); denn angenommen, sie bestünde aus drei Punkten p, g, r und es gälte 
etwa p <r <q, so würde der Zusammenhang von L’+ (p) + (9) im Widerspruch 
stehen zu der aus p <r <q folgenden Existenz einer Zerlegung von L— (r) in zwei 
fremde, offene Mengen, von denen die eine (a, und) p, die andere (a, und) g enthält. 
Dieser Schluß ergibt noch, da die Tatsache, daß r in B(L’) liegt, gar nicht benutzt 
wurde, folgendes: besteht B(L’) aus zwei Punkten p und g, so existiert zwischen p und 
q kein Punkt r von N + (a,) + (a,), d.h. p und g sind benachbart in N + (a,) + (a,). 
Da für benachbarte Punkte p und g von N + (a,) + (a,) gilt g(p) = g(g), so ist g(B(L')) 
einpunktig auch dann, wenn B(L’) mehr als einen, also genau zwei Punkte enthält. 
Daher entsteht sicher eine eindeutige Abbildung g von Z auf $, wenn wir für jede Kom- 
ponente Z’ von L— (N + (a,) + (a,)) setzen: g(L’) = g(B(L’)). Auf jeder Komponente 
L’ ist sie sicher auch stetig, da g(Z’) einpunktig ist. Hieraus und aus der Stetigkeit 
von g auf N + (a,) + (a,) ergibt sich die Stetigkeit von g sofort auf Grund der Tat- 
sache, daß es höchstens endlich oder abzählbar viele Komponenten ZL’ gibt und daß, 
wenn es abzählbar unendlich viele Z’ gibt, ihre Durchmesser gegen Null konvergieren 
(wäre dies letztere nämlich falsch, so gäbe es unter den L’ eine konvergente Teilfolge '°) 
L\,L,... derart, daß die Durchmesser der L! größer als eine gewisse positive Zahl 
d sind; ist dann p ein Punkt des Limes der Folge L},L;,... und U eine Umgebung 
von p mit einem Durchmesser < d, so hat’ die Begrenzung B(U) mit fast allen Z/, wegen 
ihres Zusammenhanges nichtleere Durchschnitte; B(U) enthielte also unendlich viele 
Punkte; Z wäre also in p nicht regulär). Schließlich ergibt sich die Monotonie von g 
folgendermaßen: Ist s ein beliebiger Punkt von 5 und besteht das Urbild von s aus mehr 
als einem Punkt, so enthält g”!(s) von N + (a,) + (a,) einen Punkt p oder zwei be- 
nachbarte Punkte p und g; das volle Urbild von s ist dann gleich SL’ + (p) bzw. gleich 
SL’ + (p) + (g), wobei summiert ist über alle L’, deren Begrenzungen B(L’) gleich (p) 
bzw. <(p) +(g) sind; also ist, da für jedes solche Z’ die Menge L’=L’+ B(L') 
zusammenhängend ist, das Urbild zusammenhängend. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 


Ist » eine natürliche Zahl, so bezeichnen wir mit f”,g",... jede eindeutige, 
stetige Abbildung eines metrischen Raumes M in einen zweiten Raum, welche folgende 


Eigenschaft 9, besitzt: je zwei Punkte von M mit einem Abstand > 5 voneinander 


haben verschiedene Bildpunkte (oder anders ausgedrückt: für jeden Punkt des Bild- 


raumes hat die Urbildmenge einen Durchmesser < ,) 


1) Eine Abbildung g von N + (a,)-+ (@,) nennen wir ordnungstreu, wenn aus p, Sp; folgt g(p,) < a(p.). 
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Hilfssatz 2. Es sei K ein der Bedingung 3, genügendes Kontinuum und » eine 
natürliche Zahl. Dann existiert eine monotone Abbildung g"’ (mit der Eigenschaft 
9,) von K auf eine endliche Streckensumme 7 des Euklidischen E,. 

Beweis. K ist eine reguläre Kurve (vgl. S. 107). Wir stellen X dar als Summe 
endlich vieler Stücke Ä,,.. ., Ä,, die zu je zweien höchstens endlich viele Punkte, zu je 
z, sindi2). Es 
seien 91, - » -, 9, die endlich vielen Punkte der Menge A= &K, : K,, der Begrenzungs- 


Ay) 


dreien überhaupt keine Punkte gemein haben und deren Durchmesser < 


punkte der Ä,. Weiter sei e eine positive Zahl, welche erstens kleiner ist als 6 und 


zweitens kleiner als die Abstände, welche die Punkte von A zu je zweien voneinander 


haben. Mit W, bezeichnen wir die, -Umgebung ul; ;) von q,; nach Wahl von e sind 


dann die Durchschnitte W,: -W,, (#1 #%s) sämtlich leer. Schließlich setzen wir 
K-(W, +: +W)=B 

Nach © (S. 108) enthält K zwei fremde abgeschlossene PER A*>A und 
B*>B derart, daß K — (A* + B*) aus endlich vielen Komponenten U,,..., U, 
besteht mit der Eigenschaft, daß U, mit A* und B* je genau einen Punkt a, bzw. b, 
gemein hat und die Menge der Punkte von U,, welche a, und b, in U, trennen, unab- 
zählbar ist («= 1,...,m). Wir setzen U,=L,(u=1,...,m). Dann ist jedes Z, 
ein zusammenhängendes Stück von Ä (insbesondere also eine reguläre Kurve), dessen 
Begrenzung in K aus den beiden Punkten a, und b, besteht; je zwei . Stücke haben 


höchstens Begrenzungspunkte gemein. Der Durchmesser jedes Z, ist <z - „; denn U, ist 


in K—(A*+B*)<K—(A+B)<K—B=W,+:::-+W, in da die W, 
paarweise fremd sind und Z, zusammenhängend ist, in einem W, enthalten und dieses 


W, hat einen Durchmesser < e < 3, Wir bezeichnen die Komponenten von A* + B* 
in irgendeiner Reihenfolge mit 7,,..., #,; die Anzahl dieser Komponenten ist endlich, 
weil A* + B* nur endlich viele Begrenzungspunkte hat, Baar die Punkte a,,...,a 


m) 


bis.» .,d,. Jede Komponente //, hat einen Durchmesser <--; denn H, ist, weil A* 


’ m ü =; 
und B* fremd und abgeschlossen sind, entweder in A* oder in B* enthalten; liegt H, 
in A*, so in K— B*<K— B=W,+::-:+ W,, woraus wie vorhin für Z, die Be- 
hauptung folgt; liegt 7, in B*, so in K—A*<K— A= $(K,— A), also in einer 

4 

Menge K,— A (da nach Definition von A die Mengen K,— A paarweise fremd und 
offen sind; //, ıst zusammenhängend!) und jedes Stück X, hat einen Durchmesser < 2 

Es seien nun A,,..., h, paarweise verschiedene Punkte des E,. Liegen die Punkte 
a,, b,in H, bzw. H,, so verbinden wir die Punkte h,, h,, durch einen einfachen Strecken- 
zug 5, (s=l,.., m) derart, daß je zwei der Streckenzüge S,,.. . -, S,, höchstens End- 
punkte gemein. haben. Die endliche Streckensumme S, ++ S, bezeichnen wir 
mit T. 

Wir definieren nun eine Abbildung g von K auf 7 folgendermaßen. Zunächst sei 
g(H,) = h, für jedes o=1,...,s; für jedes a=1,...,m setzen wir g=g, auf L,, 
wobei g, eine Abbildung von L, auf S, gemäß Hilfssatz 1 ist, worin wir 


L 00 L, S - I a4, = Bi A, 4 =b, e _ g(a,) . h,, und eg = g(b,) h,, 
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setzen (für die Punkte a,, b, ist, da sie Punkte von H, + ::+H,= A* + B* sind, die 
Abbildung g schon definiert). 

Für die so definierte eindeutige, stetige Abbildung g von K auf 7 gilt zunächst 
folgendes. Ist t ein innerer Punkt eines Streckenzuges S,, so ist gt) = gt); ist 
hingegen { ein Punkt h,, so ist g'(t) Summe von H, und den Urbildern g,’ (1) für alle «, 
für welche i Endpunkt von S, ist, und diese Urbilder g,'(t) haben mit 7, nichtleere Durch- 
schnitte (4, -g,;'(t) ist nämlich gleich demjenigen der beiden Punkte a,, b,, welcher in 
H, liegt). Hieraus folgt nun erstens die Monotonie von g, d. h. daß jedes g”'(t) zu- 
sammenhängend ist, auf Grund der Tatsache, daß jedes g, monoton, also jedes g,'(t) 
zusammenhängend und jedes #, als Komponente ebenfalls zusammenhängend ist; 
zweitens folgt daraus, daß g die Eigenschaft $, hat, d. h. daß jedes g7'(t) einen Durch- 


1 r . 
messer < hat, auf Grund der Tatsache, daß jedes g,'(t) Teilmenge von Z, ist und 


S- hat, wie vorhin bewiesen wurde. 
Also erfüllt die Abbildung g alle Forderungen, die wir an die zu konstruierende Abbil- 
dung g“ gestellt haben, d.h. g ist eine Abbildung g"’, deren Existenz zu beweisen war. 
Damit ist der Beweis des Hilfssatzes 2 beendet. 

Hüfssatz 3. Es sei K ein der Bedingung ®, genügendes Kontinuum, f eine monotone 
Abbildung von X auf einen Punkt oder eine endliche Streckensumme 7 des euklidischen 
E,, v eine natürliche Zahl, ö eine positive Zahl. Dann existiert eine monotone Abbildung 
f"”’ (mit der Eigenschaft $,) von X auf eine endliche Streckensumme des E,, die von / 
einen Abstand < ö hat?) und für welche die Länge von f”(K) um höchstens ö größer ist 
als die Länge von f(K). 

Beweis. Es sei zunächst f(K) ein Punkt. Nach Hilfssatz 2 existiert eine monotone 
Abbildung g“’ (mit der Eigenschaft $,) von K auf eine endliche Streckensumme 7 des 
E,. Ist nun 9 eine affine Abbildung von 7 auf eine Streckensumme g(T), welche in 
der Kugel um f(X) mit dem Radius ö enthalten ist und deren Länge < ö ist, so hat die 
Abbildung f" = pg" die verlangten Eigenschaften. 


Wir erledigen jetzt den wichtigeren Fall, daß f(X) = T eine endliche Strecken- 
summe ist. Wir können sofort annehmen, daß für mindestens einen Punkt : von 7 das 


jedes Z, ebenso wie jedes H, einen Durchmesser < 


Urbild f’(t) einen Durchmesser > : hat, da wir andernfalls, indem wir f"’ = f setzen, 
v 


sofort fertig sind. Wie viele solcher Punkte t gibt es? Die Antwort lautet: endlich viele. 
Es gilt nämlich allgemein folgendes. 

Ist Z eine beliebige positive Zahl, so enthält 7 höchstens endlich viele Punkte t, 
für welche die Urbilder f'(t) Durchmesser > £ haben. Angenommen nämlich, es gäbe 
unendlich viele solche Punkte. Dann existiert eine Folge von paarweise verschiedenen 
Punkten t,, t,, .. . dieser Art, deren Urbildmengen eine konvergente Mengenfolge bilden °°). 
Da die Urbildmengen Durchmesser > £ haben und wegen der Monotonie von f Kontinuen 
sind, so haben sie fast alle einen nichtleeren Durchschnitt mit der Begrenzung jeder hin- 
reichend kleinen Umgebung jedes Punktes des Limes jener Mengenfolge. Jede solche 
Begrenzung enthält also unendlich viele Punkte. Dies widerspricht aber der Regularität 
von K. — Hieraus folgt übrigens noch, daß die Punkte von 7 mit mehrpunktigen Urbild- 
mengen höchstens abzählbar sind. 


2) Sind g und h zwei Abbildungen eines Raumes R in einen metrischen Raum M, in dem die Abstände mit 
d bezeichnet werden, so ist der Abstand von g und Ah gleich Supr. d(g(p), h(p)), wobei p alle Punkte von R durch- 
läuft. Eine Folge von Abbildungen g,, 9,, . . . konvergiert gegen eine Abbildung g, wenn die Abstände der g; von g 
gegen Null konvergieren. 
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Es seien nun t,,...,i, die endlich vielen Punkte von 7, deren Urbilder f'(t,) 


1 a i 
Durchmesser > - haben. Jeden Punkt t, machen wir zum Mittelpunkt einer so kleinen 


abgeschlossenen Vollkugel Sf, daß erstens je zwei dieser Kugeln fremd sind, daß zweitens 
der Durchschnitt S}-7 = 7% aus endlich vielen Radien R%,(o =1,...,n,) besteht und 


daß drittens der Durchmesser jeder S% kleiner als G ist; den auf der Begrenzung von 


e 
S% liegenden Endpunkt jedes Radius A*, bezeichnen wir mit r%. In jeder Kugel 57 


wählen wir eine konzentrische, kleinere Kugel $,. Der Durchschnitt von S, mit a 
Radius R%, von S% ist ein Radius R,, von S,; die Summe R, ++ R, Ss, 
bezeichnen wir mit T,. Den auf der Begrenzung von S, liegenden Bil = von a 
bezeichnen wir mit r„,. Da, wie soeben bewiesen, die Punkte von 7 mit mehrpunktigen 
Urbildmengen abzählbar sind, können wir die Kugeln $, sogleich so gewählt annehmen, 
daß jeder Punkt r,, nur einen einzigen Urbildpunkt f'(r,) = k,, hat. Wir bezeichnen 
noch mit r}, die Teilstrecke von R%, mit den Endpunkten r,, und'r},. 

Wir setzen f'(7)=K, und f()=K,„ (e=1,..„r; o=1,...n,. Da 
die Punkte r,,.-., A die Begrenzungspunkte von 7, in 7 sind, so sind K,ı, ++ +, Kan, 
die Begrenzungspunkte von K, in Ä; da weiter X, als Urbild der in 7’ abgeschlossenen 
Menge T, in K abgeschlossen ist, so ist also X, ein Stück von X mit den Begrenzungs- 
punkten Ku.» +, Kun, Weiter ist X, zusammenhängend und daher ein Teilkontinuum 
von K, also eine reguläre Kurve. Denn esseiX,—= K’+ K’ eine Darstellung von X, als 
Summe zweier abgeschlossener Teilmengen; da f(K,) = T, zusammenhängend ist, so 
haben f(K’) und f(K’’) mindestens einen Punkt it gemein; wegen der Monotonie von f 
ist /='(t) zusammenhängend; also haben die beiden Mengen f'(t) - K’ und f'(t)- K”, 
deren Summe gleich f="(t) ist, einen nichtleeren Durchschnitt; X’ und K’ sind also 
nicht fremd zueinander; daher ist X, zusammenhängend, wie behauptet. 

K, erfüllt als Teilkontinuum von Ä ebenfalls die Bedingung ®,. Also existiert 
nach Hilfssatz 2 eine monotone Abbildung g‘ (mit der Eigenschaft 9,) von K, auf eine 
endliche Streckensumme f des E,. Indem wir nötigenfalls auf r noch eine geeignete 
Ähnlichkeitstransformation anwenden, können wir o. B. d. A. annehmen, daß T, in der 


Kugel R, enthalten ist und eine Länge < . hat. Wir verbinden den Punkt /(k,,) = Ts 


2r 
mit dem Punkt gV(k,,) durch eine Strecke 7 ,(@=1,...,n,). Diese Strecken haben 
miteinander und mit ® höchstens diejenigen Punkte serie, die sie nach ihrer Definition 
verbinden, wenn, was angenommen werden kann, f, in allgemeiner Lage liegt (nötigen- 
falls beliebig kleine Eckenverrückung!). Es sei p,, eine topologische Abbildung der 
Strecke r}, auf die zusammenhängende Streckensumme r%, + r,, welche den End- 
punkt r%, von r}, auf sich selbst abbildet. 

Jetzt können wir die im Hilfssatz 3 verlangte Abbildung /” angeben. Auf 
K— (2 Kot ZK,) setzen wir f" = f; auf jedem X, setzen wir f = p,,/; auf jedem 


K, setzen wir je = = ge. Die so definierte eindeutige, stetige Abbildung /” von K auf 
die endliche Streckensumme (7”— ZT) + 7, + Er hat die im Hilfssatz verlangten 
e 9,0 [4 


Eigenschaften. Tatsächlich ist erstens f” monoton und besitzt die Eigenschaft $,; es 
sei nämlich i ein beliebiger Punkt von (X); dann ist das /”-Urbild i{='" von t zu- 


sammenhängend und sein Durchmesser <> wie folgende Fallunterscheidung zeigt: 


‚Wenn t in T— Z&T% liegt und daher von t,,...,t, verschieden ist, so ist 2" = f(t), 
fist monoton nach Voraussetzung und die £, sind die einzigen Punkte von 7, deren 





Nöbeling, Über die topologische Struktur der rektifizierbaren Kontinuen. 113 


f-Urbilder Durchmesser > - haben; genau so ergibt sich die Behauptung aus der Gleichung 


"= f"gp(t) wegen Fi Eineindeutigkeit von 9,, wenn i in einer Streckensumme 
7 + 7, liegt; liegt schließlich t in 77, so ist 1”! gleich dem g, -Urbild von t, also zu- 


0) 


1 i ‚ . ’ 
sammenhängend und < „ da gÜ’ monoton ist und die Eigenschaft $, hat. Zweitens 


haben f und f”. einen Abstand <ö voneinander; denn für jeden Punkt ti von 
K—(FK,„+ Z£K,) ist f(t) = f"(t) und für jeden Punkt t von SK,.+ K, liegen f(t)<T, 
0,0 e o ® * 


und f”(t)< Eis + T! beide in derselben Kugel 5% mit einem Durchmesser < <d. 


Drittens hat die endliche Streckensumme f"(K)=(T — ZT,) u re +5 T" eine 


[3 


Länge, welche die Länge von f({X) = T um höchstens ö übertrifft; denn die Länge jedes 


wi; ö au ö 
A) “ (v) . ER... 
T, ist < ar nach Definition von g’ und die Länge jeder Strecke r,, ist < Irn da 7, 


in der Kugel 5% enthalten ist ((=1,...,r;0=1,..., n,). Damit ist Hilfssatz 3 be- 
wiesen. 


Konstruktion einer topologischen Abbildung f von K auf eine Kurve des E, von end- 
licher Länge. Wir konstruieren f als Limes einer konvergenten Folge eindeutiger, stetiger 
Abbildungen, die durch vollständige Induktion definiert werden. 

Es sei f” eine Abbildung von X auf einen Punkt 7, des E, und U} eine offene 
Kugel mit dem Mittelpunkt 7, und einem beliebigen Radius d,. Wir setzen noch d, = & 
und 4,=0. Wir machen nun die Induktionsvoraussetzung, daß, wenn » irgendeine 
natürliche Zahl ist, bereits monotone Abbildungen f, ....., /"=" (mit den Eigenschaften 
Do - +», D,_ı) von K auf Punkte oder endliche Streckensummen 7, . . ., 7,_, mit Längen 
Ip ++, 1,_, vorliegen; außerdem seien d,...,d,_,; dy,...,d,_, positive Zahlen < «. 

Da 7,_, die Länge /,_, hat, existieren endlich viele offene Kugeln Ui_, 


> i 1 
2 ee zu „, deren Durchmesser <zi sind und deren Durch- 


— ist. Es sei d, der (positive) Abstand der Mengen T7',_ 
und E,— X£Ui_,. Weiter sei d) eine positive Zahl derart, daß für je zwei Punkte von 


messersumme s,_, </,_, + 


uni 1 . ö \ i 
K mit einem Abstand > Be voneinander die f"-"-Bilder einen Abstand > d/ von- 


einander haben (eine solche Zahl existiert, da f"" die Eigenschaft $9,_, hat). Wir 
setzen 


6,= Min (5; 


1 dd, d,, Kb dı d; 
DR Y+V! Zr ie 2’ „+2? Yr+ir" ä 2) 
Nach Hilfssatz 3 existiert eine monotone Abbildung f"’ von X auf eine endliche Strecken- 
summe 7', des E, derart, daß f"’ von f"-" einen Abstand <ö, hat und die Länge /, 
von T', die Länge /,_, von 7T,_, um höchstens ö, übersteigt: ,—I,_, <ö,. 

Die Folge der Abbildungen f, f",... konvergiert??) gegen eine Ba Ye 


stetige Abbildung f von K in den Z,, da f" von /"-" einen Abstand <ö, Ss ss hat 
(=1,2,..) 

Die Abbildung f ist topologisch. Es seien nämlich p und g zwei Punkte von K. 
Dann existiert eine natürliche Zahl » derart, daß p und g einen Abstand > - _ von- 


einander, also ihre Bilder f"-”(p) und f"-®(g) einen Abstand > d/ voneinander haben. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 2. 15 
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’ 


Da für «2 » die Abbildungen f“-"” und /“ Abstände <ö, < 1. voneinander 


u = u- +2 
D 


haben, so haben /"-" und / einen Abstand <d'- (4+3 ur: ) -% voneinander. 


Also haben /(p) und f(g) einen positiven Abstand voneinander, sind also verschieden. 
Daher ist / topologisch, wie behauptet. 

f{K) ist rektifizierbar. Es sei nämlich p ein beliebiger Punkt von K und » eine 
natürliche Zahl. Dann hat /"="(p) als Punkt von 7,_, einen Abstand > d, von 


Ei — ZU,_. Da für « > » die Abbildungen f“" und f") Abstände < d, ee. 
voneinander haben, so haben 7 und f, insbesondere also die Punkte f""(p) und 
ig einen Abstand <d,- (; +3 + ) =d, voneinander. Also hat f(p) von 

— ZU, , einen positiven un d.h. es liegt /{p) in ZU,_. Dies gilt für jeden 
a pvon K. Also gilt f{X) < ZU,_. Schreiben wir u statt v— 1, so haben wir be- 
wiesen: Für jedes natürliche u wird f{K) überdeckt von den Kugeln U/},..., Ur. Die 


1 


Durchmesser dieser Kugeln sind e und die Summe s, dieser Durchmesser ist </, + Zu 


Nun ist ,= 0 und ,—1,_,<ö 1 für jedes natürliche v. Mithin ist 


‚> Sy 
nx<z +2 2 u +2 m<t- 

Also ist s, <1 +5 Damit ist bewiesen: Für jedes natürliche « ist f(X) über- 

deckbar durch endlich viele Kugeln pi ..., Us, deren Durchmesser <; sind, während 

die Summe dieser Durchmesser < 1 +5 „ist. Also hat /(X) eine Länge®®) Z(K) < 1. 


Damit ist alles bewiesen. 








3) Im Sinne von C. Caratheodory, 1. ce. ?). 





Eingegangen 5. Februar 1941. 


(Zusatz bei der Korrektur.) Erst nachdem diese Arbeit gesetzt war, bekam Verf. 
den im Bull. Amer. Math. Soc. 45 (1939), Heft 9, S. 321 abgedruckten kurzen Auszug 
aus einer Arbeit „Topological properties of he continua“ von Herrn O. G. Harrold 
jr. zu Gesicht. In dieser Arbeit (von der Verf. nicht weiß, ob sie bereits veröffentlicht 
ist, da ihm die seit September 1939 erschienenen amerikanischen Zeitschriften nur teil- 
weise zugänglich sind) wird nach dem genannten Auszug bewiesen, daß die Kontinuen, 
welche homöomorph sind zu den euklidischen Kontinuen endlicher Länge, identisch sind 
mit den Kontinuen endlichen Grades im Sinne von H. Kamiya (Tohoku Math. Journ. 36 
(1933), 58—72), d.h. den Kontinuen Ä mit folgender Eigenschaft: zu jedem Punkt p 
von K und jedem e > 0 existieren unabzählbar viele Umgebungen U, V,... von p mit 
Durchmessern < e derart, daß für je zwei von ihnen, etwa U und V, entweder UcV 


oder VCU gilt und ihre Begrenzungen nur je endlich viele Punkte enthalten. Damit 
hat Herr O. G. Harrold jr. die Priorität einer topologischen Charakterisierung der zu 
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rektifizierbaren Kontinuen homöomorphen Kontinuen. Andere Kennzeichnungen 
der Kontinuen endlichen Grades sind zu finden bei G. T. Whyburn (Amer. Journ. Math. 
57 (1935), S. 11—16). Inzwischen ist noch eine weitere Arbeit von O. G. Harrold jr. 
erschienen, in welcher zwei neue Charakterisierungen der Kontinuen endlichen Grades 
gegeben werden (Bull. Amer. Math. Soc., 46 (1940), S. 951—953). Die eine davon ist mit 
unserer obigen Bedingung ®, (S. 92) identisch, wenn wir darin perfekt statt unabzähl- 
bar setzen (Bedingung 93;), was wir von vornherein hätten tun können, wie aus der 
Eigenschaft © (S. 108) und der Abgeschlossenheit?°) der aus a,, b, und allen diese beiden 
Punkte in U, trennenden Punkte von U, hervorgeht. Also stellt wegen der Äquivalenz 
von ®, und ®, (daß 8, aus ®, folgt, haben wir auf S. 105 bewiesen; .das Umgekeh te 
ist trivial) die Bedingung 8, ebenfalls eine Charakterisierung der Kontinuen endlichen 
Grades dar, die neu zu sein scheint. Diese Bedingung ®, kann man auch in folgende 
Form bringen: ®}. K ist lokal zusammenhängend, und zu je zwei fremden, abgeschlosse- 
nen Mengen A und B von K existiert eine natürliche Zahl n derart, daß A und Bin K 
durch höchstens n Bogen verbunden werden können, die zu je zweien höchstens abzählbar 
viele Punkte gemein haben. Denn diese Bedingung ®, folgt aus ®, analog wie ®, 
(S. 94) und unmittelbar aus ®, oder ®;. Umgekehrt folgen ®, und ®; aus ®, genau 
wie aus ®B, (S. 96); nur hat man vorher noch die Regularität von Ä zu zeigen; ist p ein 
Punkt von Ä und U eine Umgebung von p, so setze man A=(p) und B=K— U, 
wären nun A und Bin K nicht durch endlich viele Punkte getrennt, so enthielte Ä be- 
liebig viele, A und 3 verbindende, bis auf die Endpunkte paarweise fremde Bogen (Kurven- 
theorie, S. 216), im Widerspruch zu B.. 


Eingegangen im April 1942, 








Verschärfung einer notwendigen Bedingung 
für die Existenz einer ungeraden vollkommenen Zahl. 


Von Hans-Joachim Kanold in Augsburg. 


Sind p, 91 ---,9, die in der ungeraden Zahl n aufgehenden verschiedenen Prim- 
teiler, so soll gezeigt werden: 

(1) Satz. n = pgi 95: g; ist nicht vollkommen. 

Für die Fälle x = 1 und & = 5 ist der Beweis bereits erbracht worden !). 

Zunächst sollen einige Hilfsformeln bewiesen werden. 

(2) Sind x und a beliebige positive ganze Zahlen, so ist 1 + x + x? = a? unmöglich. 
Denn es ist 22 <a? +2 +1<(x + 1). 

(3) Ist qg Primzahl, a beliebig, so ist 1 +g-+ g? = a? unmöglich. 

Beweis. Wegen a<gist gta—1. Dagg +1) = ®—1=(a—1)(l+a+a?), 
folgt gJ1+a-+ a?. Es ist dann entweder g=3 oder g =1 (mod 3)?). g = 3 liefert 
1+3+3?=13; g=1(mod3) ergibt 1 +g-+ g? = 0 (mod 3), = 0 (mod 9)3). 

(4) Sind p und g ungerade Primzahlen, und ist 1 + qg + qg? = pt, so gehört p (mod 9) 
zum Exponenten k und (mod g?) zum Exponenten kg. Ferner ist g =A1 (mod k) und 
p* = 3 (mod k). 

Beweis. Es ist p® = 1 (mod g). Wäre ö < k und würde p (mod g) zum Exponenten 
ö gehören, so wäre p® = 1 (mod g) und ö|k, also 26 <k. Daraus folgt 

ir —i=ß—NÜU+r+P+ +). 
Da k> 1 und wegen (2)k >3 angenommen werden kann, ist somit p <g,d.h.g+p—1. 
Dann ergibt sich 

pP spP—1i<p; p—N’P<p®<pt; 
weil p ungerade, ist p—1>2 und 49° <p*, anderseits 2? > g?+g9+1= pf. 
p gehört also (mod g) zum Exponenten k. Daraus folgt k|g—A, d.h. qg = 1 (mod k) 
und 1+g9+g°= pt =3 (mod k). 

Nun ist p® = 1 + g (mod g?). Gehört p (mod g?) zum Exponenten ö,, so ist p =1 
(mod g?) und k|ö,; d6,=kl. Das liefert # =(1+g) =1+1g =1 (mod 9°); gl. 
Da p* = 1 (mod g?), gehört p (mod 9?) zum Exponenten kq. 

(5) Sind p und gq ungerade Primzahlen, ist 149 + g?= p* und & = 1 (mod 4), 
so ist 
a—1 


1 o 
ae und gt1—p+p®— +:::+p°. 


1) H.J. Kanold, Über eine notwendige Bedingung für die Existenz einer ungeraden vollkommenen Zahl, 
Deutsche Math. 4 (1939), 53—57. 

2) Vgl. !), insbesondere Hilfssatz II. 

3) Vgl. ®). 
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a—1 a+1 a+1 


Beweis. Es st 1—p+p?— +: + p:|p ® +1. Wäre g|p R; 1, so 
a+l 
müßte p? =— 1 (mod g), p*t" = 1 (mod g) sein. Da nun nach (2) und (4) 
p (mod q) zum ungeraden Exponenten k gehört, so ist mit k| x +4 1 auch k | - R 4 Es 
Z 
a+1 
müßte daher p * = 1 (mod g) sein. Das liefert einen Widerspruch. Wäre g | 
so folgt daraus p = — 1 (mod g), also auch p* = — 1 (mod g), weil ja k ungerade sein 
muß. Das ist aber ein Widerspruch gegen X =1 +9 + 9°. 
(6) Sind p und g ungerade Primzahlen, und ist 1+g-+ 9? = 0 (mod p), so gilt 


R+? 
gt e 
Beweis. Es sil+g+gqg?=A:-p’. Für A=1 ist der Beweis in (5) gegeben. 


Wir können daher A > 1 voraussetzen. Wäre g| 1? 4 so folgt pY = + 1 (mod g). 


Es müßte dann auch A = + 1 (mod g) sein, weil Ap’ = 1 (mod g) ist. Ist nun 
Min {A,p’} = m, so ist m = +1 (mod g), m> 1, m<g, d.h.m=g—1= gerade. 
Dann müßte 1 +9 + g?=1 + g(q + 1) gerade sein. Das ist ein Widerspruch. 

Zum Beweise von (1) zeigen wir zunächst: 

(7) Ist 34n, so kann n = p*g1g; - : -g, nicht vollkommen sein. 

Beweis. Soll n vollkommen sein, so muß die Gleichung 

(8) PAR‘ = 


a—1 a“—1 


1 u. r a 
PF=l+p+:+p Urt Hr itrat td HA+n+m) 
erfüllt sein. Ist nun 3 + n, so folgt g, = 2 (mod 3) für o=2,3,...,r und?) 


Ä p = a—1 v1 


LIRr -A+p+pP +. +p’)U—p+pP®— + +p’)Ut+ant +). 


Das ed 
(9) IA +g,+ g,) kann nur p und g, als Primteiler besitzen. 
e=2 


Ist + Id +q,+ g,); so folgt nach (5), daß 
e=2 


% 0} ‘ 1 
alez- TE Sud ZU 5 ul ZUEE .D = * 7 (mod g,) 


sein muß. Weil g, | a 


1 +g,+ g =3 (mod q,) einen Widerspruch, weil p = — 1 (mod g,) ist. Es gilt daher 


‚ so gibt es eine Primzahl g, = 1 (mod 9,)°?). Dann liefert 


(10) TU+ 9, + %) muß g, als Primteiler besitzen. 
e=2 


Ferner folgt aus dem Vorausgegangenen: 


(11) Ist net, so st „t1—p+p?— +: 


und wegen p = — 1 (mod g,) gilt 
nti+p+pP+ 


% Vgl. 9). 
5) H. J. Kanold, Untersuchungen über ungerade vollkommene Zahlen, Journ. f. reine u. angew. Math. 15% 
(1941), 98—109, insbesondere I (21). 
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Aus (2), (3), (8) und (9) folgt: 
(12) I. It1+g +9 = q,somuß 1 +9, + qg,= 0 (mod p) sein füre =3,4,...,r. 
1. Iti+g,+g&+gq füro=23,...,r, so ist 1+9,+g =0 (mod p) 
für e = 23,3... 7. 
Auf Grund von (6) ergibt sich nun für die beiden Fälle I und II: 


(13) 1. p+1 kann nur durch g, und g, teilbar sein. 


11. P+- kann nur durch g, teilbar sein. 


Wegen (8) und (10) können daher nur die drei Unterfälle 


1 1 ’ 1 
() Ei a Pen ml 


eintreten. Ist im Falle Ig, + 2 so ist +! = gi, wobei x eine bestimmte positive 
ganze Zahl ist. Da g, = 1 (mod 9,), ist auch g5 = 1 (mod g,) und p = 1 (mod 9,). Nach 
(8) und (9) ist dann 


a—] 


6) u $ . E 1 E 
nalA+p+ pH KEBFRT HH = 5 (mod g,) 
a—1 
Da*) Bi ++ +, st gli +p+p?+:::+p?, also auch | 
a—1 
Nach (11) ist , +1 + p+ + p ? ‚und es existiert somit eine Primzahl g,= 1 (mod 9,)'). 
Dann liefert 1 +g,+g} =3(mod g,) auf Grund von (9) einen Widerspruch, weil 
p=q =1 (mod g,) ist. 
Ist im Falle I g, | — 4 so muß auch g; 
p =q = 1 (mod 3)®), g, = 2 (mod 3) 

ist. Der Fall I liefert daher unter Berücksichtigung von (8) und (10) die vier Unterfälle: 


BR. +1 2 1 1_ 32 
(14) I. (®) PT =; (P) I = 41%; (9) PT = g1%; (6) PT = 


+1 
J— 


sein, da 


je 
2 


a—1 


Der Fall I(6) scheidet sofortaus. Denn nach (5) und (9) ist dann ,+1— p+p?— + +p® 
a—1 


füro=3,4..,„r,undi—p-+p?—+::-+p?° dürfte also keinen einzigen Prim- 
teiler besitzen. 
Im Falle II (y) ist g7 + nu (1 + 9,+%). Nehmen wir nach (10) an, daß g,|1 ++ 
0=2 


a—1 


ist, so folgt nach (5) und (9), daß 1— p +p?— + :::+p ” nurg, als Primteiler ent- 


a—1 
halten kann. Es ist dann I—p+p®— +: + p® = g, oder = g?. Das bedeutet 
%=+t4ilmodp); + +g&=3 oder = 1 (mod p). 
Das ist ein Widerspruch gegen (12), 11. 
Der Fall I (y) erledigt sich so: Wegen (11) ist g? | It +4, + @). Nach (12) ist 
1+9a+g@&@=g- Nehmen wir an, ,/j1+a +9, also 1 +. +G8=qPpr, ı>0, 


*) Vgl. ®). 
?) Vgl. ®). 


®) q, = 1 (mod 3) folgt aus (10) nach Fußnote ®); p = 2 (mod 3) liefert 3 | 243 In. 
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, s—1 
ganz, so ist nach 5) 1—p + p?—+::-+p°? =g, oder =g?. Das liefert 
1+g+g=3 oder = 1 (mod p) 
und damit einen Widerspruch gegen (12), 1. 

Wir setzen nun zur Abkürzung 

(15) i+n++g=0 
und behaupten: 

(16) Q + p*, wobei x eine beliebige positive ganze Zahl ist. 

Wegen p =g, =1 (mod 3)?) ist nämlich Q@ = 2 (mod 3), p” = 1 (mod 3). Es gibt 
daher mindestens eine Primzahl g,= 2 (mod 3) so, daß g, |Q@ist. o ist enthalten in 2,3,..., r. 
Nach (12) und (14) folgt, daß1 + q,+ g9{= O (mod p) seinmuß. Wäre nung, = 5, so ergäbe 
1+q,+g4=31= p. Das ist aber ein Widerspruch, weil p = 1 (mod 4) sein muß !®), 
Wir können also g, = 1 (mod 5) annehmen !!). Dann ist 

(17) 1 +4, +4 = 3 (mod 5). 

Es sei jetzt p |Q angenommen. Dann ist p= 1 (mod 5)!?), also auch pt! = 1 (mod 5). 


Es muß dann 1 +9, + 9 = 0 (mod g,) und q, # + 1 (mod 5) sein. Daraus folgt: 

(18) In den Fällen II (a) und II (8) ist p + @. 

Im Falle 1 (9) it 14, +9 = 9; pr/ =q%- 9 =0 oder =4 (mod 5) 
liefert qg, =1(mod5).. g =1 oder = 2 (mod 5) liefert Pi =3(mod5).. 9=3 


(mod 5) ergibt +! = 2(mod 5). Das besagt: 


(19) Im Falle I (8) ist p + Q. 
In den Fällen I (2), II (&) und Il (8) ist außerdem 
(20) Q = Io: 
Denn sonst wäre g, = 1 (mod g,), 1 +9, +92 =3 (mod g,). Das liefert aber nach (9) 
einen Widerspruch, da p = — 1 (mod q,) ist. Q besitzt also in den genannten Fällen 
wegen Q = 2 (mod 3) mindestens drei Primteiler, d. h. also mindestens zwei verschiedene, 
Sei der kleinste dieser Primteiler g,, dann folgt: 
(21) Ge < g- 
Im Falle I (#) folgt aus g, = 1 (mod 5) nacheinander: 
9, = 3 (mod 5); pt! = 3 (mod 5); p = 5: Widerspruch "®); 
aus 9 = 2 (mod 5): 
9, = 2 (mod 5); P > en 3 (mod 5); p = 5: Widerspruch; 
aus g; = 3 (mod 5): 
p+1 


= 2 (mod 5); p =3 (mod 5); 


9, = 3 (mod 5); 
aus 9, =4 (mod 5): 


9, = 1 (mod 5); er! =1(mod5); p =1(mod5). Das liefert einen 


Widerspruch zu (17). 


®, Val. ®). 10) Vgl. t), insbesondere (1). 11) Vgl. ®). 12) Vgl. ®). 13) Vgl. ®). 
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Ist nun p =g, = 3 (mod 5), so ergibt sich: 
1 
VERF WED DER E nn 
e rpB=N ,—1 UF 9. > rn 9ı: 
3 Ei 1 2 4 0) 3 2 
P=mE—1> 2° Er 122 ;—-1=atsn-12nt+3n—1> (mr N%. 
2 

Nach (21) folgt also q, < p. Es kann daher nur 1 + g, + 9? = p oder = g,p oder = gip 
sein. g,p und g7p liefern wegen p =g, = 3 (mod 5) einen Widerspruch zu (17). Nun ist 


+ >1+,. + = mE —1> (+? 
Weil g, und q, ungerade Primzahlen sind, ist ,> q, + 1. Es existiert daher eine Prim- 
zahl g, = 1 (mod 5),9, | @ < (g, + 1)*so,daßg, <q, <p. Esmußdann! +, +9 = gqıp 
oder = g7p sein. Das widerspricht g, =1 (mod 5). Fall I ($) ist damit erledigt. Im 
Falle II ($8) besitzt @ nach (18) und (20) mindestens zwei verschiedene Primteiler: g, 
und g,. Wir nehmen an, qg, <g;,. Wegen (12) ist 
2, >14, +: 2pP=m—1>%—1), d.h. ,>g—1, ao g,>gq+1. 
Das liefert , <q, <(, +1)?<p, d.h. 
1+,+g%=p oder = pq, 
1+9+9= pqı oder = pgı. 

Wegen (17) st i+,+d&=p uRgien, da sonst gg =2 (mod 5) sein müßte. 
1+9g,+g= pg, zieht aber 1+ q, + 95 = pgi und damit g) | n nach sich. Der Fall II 
(8) ist damit als unmöglich erwiesen. 

Fall II (x). @ besitzt mindestens zwei verschiedene Primteiler q, und q,. Es sei 
wieder qg, <g;. Nach (12) ist 

14, +% =1+9n+9 =0 (mod p). 
1+4+g@=p ergibt p =g, =1 (mod g,), d.h. q, = 5, also p = 31; Widerspruch '). 
Ist nun wegen (2) und (3)1+q, += pP 2 pP, so folgt 
_ u 3 ), 
de — | % > (29, 1 > (5 9ı d. h. Io > g- 

Widerspruch zu (21). Es muß daher 1 + g, + 42 = 0 (mod pg,) sein, d.h. 

2) > ati; a<n+N?<p;itntn<itpP+tp<p. 
Daraus folgt 1 +9, + = 0 (mod pg,). 

Ist nun q, = 1 (mod 5), so folgt p = 1 (mod 5) und damit ein Widerspruch zu (17). 

Ist q, = 3 (mod 5), so folgt als Widerspruch p =5°). Esist 1+, + <qp®, 
denn sonst folgt: 


o 2 3 E £) ß 1 
> aN; EB > B> A h> m>Q. 
Aus g, =2 (mod 5) folgt nun p = 3 (mod 5); q,p # 3 (mod 5); p # 3 (mod 5); Wider- 
spruch zu (17), 9]|1+g, +9} liefert | n. 

9 =—1(mod5) ergibt p =2(mod5); q,p =3(mod5). Es muß auch 
1+94+ n= 3(mod 5) sein. Nun ist pgi #3 (mod 5); p?g, #3 (mod 5); p?! #3 
(mod 5); p?q, # 3 (mod 5); p?g? = 3 (mod 5). 

Ist 149 +9 = p*q, 80 folgt 25 > g1(9ı + 1°, d.h.g4> (q + 1)%, also, > (4, +1); 
Widerspruch zu (22). Die Unmöglichkeit von II (x) ist hiermit gezeigt. 


uam 
18) Vgl. 8). 
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Nun wollen wir noch die Unmöglichkeit des letzten Falles I (x) beweisen. Ist 
Q=4q,P’, 2 =0, ganz, so folgt: 
g, = +5 (mod 8); 1 +9, +g2 = 21 oder = 31 (mod ,), 
andrerseits, wegen g, = 1 (mod g) und p = — 1 (mod g,): 
1+9+% = +1 (mod g,). 
Das bedeutet +1 = 31 oder = 21 (mod 9), d.h. g =5 oder = 11. g=5 hat den 
Widerspruch P . = 25; p = 49zur Folge. g; = 11liefertt 1+ + =g = 13=7-19 
als Widerspruch. @ muß daher wieder mindestens drei Primteiler enthalten, die = 2 
(mod 3) sind. Also gibt es darunter zwei verschiedene, g, und q,. Auf Grund von (12), I 
ist 
1+,+%=1+9+g = 0 (mod p). 

Es kann nicht 1+g9,+g= p sein, denn dann müßte nach (17) p = 3 (mod 5) sein. 
Es folgt aber aus g, = 1 (mod 5): 

9, = 3 (mod 5), d.h. p = 1 (mod 5); 
aus g =2 (mod 5): 

9, = 2 (mod 5), d.h. p = 2 (mod 5); 
aus 9, = 3 (mod 5): 

9, =3 (mod 5), d.h. p = 2 (mod 5); 
aus 9 = 4 (mod 5): 

9, =1 (mod 5), d.h. p = 1 (mod 5). 
Auf Grund von 1+9,+g; + p und p> g, ist q,> 9, also auch ,> q, +41. Das 


liefert q, < < g; es gilt ebenfalls q, < gi. Daraus folgt: 


ER A 
(9, + 2)? 
14, +g <i+tn Ira -NM=-1-gta<n 1rata<a- 

Es kann daher nur sein: : 

1+9+9 = pqı oder = pgı oder = p?g;; 

A+n+m=pg oder = p?q.. 
Es muß nun 1+,+&=1+9+gG=3 (mod 5) sein. g =3und = 4 (mod 5) 
liefern daher einen Widerspruch. Ist g, = 1 (mod 5), so muß 1 +9, + = pg, und 


1+4+9g= p?q, sein. 
Ist g =2 (mod 5), so muB 1+, +&= pe undi+qg,+g = p?q, sein. In 
dem letzteren Fall ist 
’ 1 1, . 1 1/g, . 
29, > pgi; > Pt; R> zPl; > V%» 1 > 1/3 Pr > gl + D*> Q. 
9: = 1 (mod 5) liefert 
1+9+9= 2: —N’(l ++) = 1 (mod g,), 
also 
9.(9, +1) =O (mod g), 919 + 1, d.h. q, = — 1 (mod g,). 
Nun ist O =5(mod 9). Da Q@ = g?g, oder = 9,9 ist, folgt gg = — 5 (mod g,) oder 
. Be 5 (mod 92). 
Ist q, =5 (mod 9,), so ergibt sich 
14. +2 =RE—1)(+g+g) = 31 (mod g); 31 = — 1 (mod g,), 
d.h. 9, | 32; Widerspruch. Ist g = — 5 (mod g,), so folgt 1 + q,,—5 = — 1 (mod 9); 
919 —3; 9, =3 (mod a); g =9 = — 5 (mod 9); 9 |14; ga —=]7. Dann folgt aber 
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mti+ae+g=57=3:-19+g, ein Widerspruch. Der Beweis von (7) ist hiermit 
zu Ende geführt. 
Zum Beweise von (1) können wir auf Grund von (7) annehmen ®): 
(23) n=pA3?4---& mit p=a=1(mod4; «>29. 
Es ist dann 1 + 3 + 3? = 13 | n. Wir unterscheiden die drei Fälle: I. p = 13; II. q, = 13; 
II. 9 = 13. 
l.p=13. Es ist er: = 1|n. 
(a) y=7. 1+7+:.--+ 7 = 2801 = Primzahl. 
1 + 2801 + 2801? = 0 (mod 37), also 37 |n. 
1+37+372=3-.7-.67|n. 1+67+67=3-7:7-31|n. 
1 +31 + 31? = 0 (mod 3), d.h. 3%| n liefert einen Widerspruch. 
b) gg =7. 1+7+7°=3-.19|n. 
() 1 =19. 1+19+--- +19 = 151 - 91 |n. 14151 + 151? = 3-7 :-1093|n. 
Weil 
1+7+7=1 + 151 + 151? = 1 + 1093 + 1093? = 0 (mod 3), folgt mit 3? |n 
ein Widerspruch. 
(B) a=19. 1+19+19%=3-127|n. 
Da1+7+72=1 + 19 + 19? = 0 (mod 3) ist, muß g, = 127 sein. n hat daher 
jetzt die Gestalt 
n = 13” - 1274. 32.72.1929... 
Nun ist 1 + 127 +» - + 127% = 262 209 281 = A. Wegen 3?+n muß 
9 =" =g, = 2 (mod 3) 
sein. A enthält nur Primteiler, die = 1 (mod 5), also auch = 1 (mod 10) sind!”). Sei 
nun q,| A, so muß g, = 1 (mod 10) und g, =2 (mod 3), d.h. q, = 11 (mod 30) sein. 
Wäre q, = A, so wäre g, = 35 (mod 132), 1 +g,+ 92 #0 (mod 13°). Anderseits ist 
aber dann 
1+94,+g> 1 + 127% + 1278 > 13 - 32.72 - 192, 
d. h., es müßte ein g, = 1 (mod 3) geben mit » enthalten in 5,...,r. Es muß also, wegen 
A =2(mod 3), A mindestens drei Primteiler enthalten. Daher muß ein Primteiler g, 
so existieren, daß 
g, | A; 9. = 11 (mod 30); g) <A < 270 - 106, 
d.h. q, < 700 ist. Es ist nun zu untersuchen, ob 262 209 281 teilbar ist durch: 11; 41; 
71; 101; 131; 191; 221; 251; 281; 311; 401; 431; 461; 491; 521; 641. Da keine dieser 
Zahlen Teiler von A ist, ist Fall I als unmöglich erwiesen. 
Il. ,=13. 1+13+--- + 13* = 30941 = Primzahl. 
Es ist p + 30941 = 2 (mod 3), da sonst 30941°|1 +13 + ---+134, «>29 sein 
müßte!®). Nun ist 1 + 30941 + 30941? = 0 (mod 157), also 157 | n. 


(a) p= 157. Dann ist PF!_791n. 1+79+79=3.7.301|n. Aus 


1+7+7=1+79+ 79 = 1 + 301 + 301? = 0 (mod 3) folgt der Widerspruch 3? | n. 


16, Vgl. !), Hilfssatz 111. 
17) Vgl. ®). 
18) Vgl. 2). a9: vgl. (23). 
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(b) q, = 157. n hat die Gestalt n = p* - 13* - 3°. 30941? - 1572-92: --g2. Es ist 

1 + 157 + 157? = 3 : 8269. 8269 ist Primzahl. Ist p = 8269, so folgt Pt/ = 5-827|n. 

1+5+5?=31|n. 1+31+31?=3-331|n. 1+ 331 + 331° = 0 (mod 3), d.h. 
3 |n. Ist g, = 8269, so folgt 1 + 8269 + 8269? = 0 (mod 3 - 7); wegen 
1 + 157 + 157? =1 +7 +72 =0 (mod 3), d.h. 3 |n. 


Der Fall II ist unmöglich. 

Il. g,=13 1+13+13°?=3-61|n. 

(a) p = 61. pt! = 3|n. 

() 1 = 31. 1 +31 +---+31*= 0 (mod5-11), also 5|n; 11 | n. Ferner 
1+41+112=0O(mod 7), also 7|n. 3-5-7|n liefert > > 2. 

(#)a=31. 1+31+31?2=3:331. Wegen 3?+n muß g, = 331 sein. Das 
liefert 5|n und mit 3:5 -13-31 -61 -331| rn ebenfalls a 

(b) 1n=61. 1+61+:--- +61 = 0 (mod 5 - 131), also 5|n; 131 |n. Wegen 
131 = 3 (mod 4) und (23) ist p # 131. 

It p #5,soist 1 +45 +5? = 31 |n, und auf Grund von3:5-13-31 -61 -131 |n 


= 3: 


ist a > 2. 
Ist p=5, so besitzt n die Gestalt n = 5* -61?-3?.132.131?.g?---g. Dann 


ist 3] Aut 


aber 1 + 131 + 131? einen Primteiler gq, = 1 (mod 3)'?) (» enthalten in 5,...,r) und 
es ergibt sich daraus ein Widerspruch. 

() 4 =61. 1 +61 +61?=3-13-97|n. Es kann 97 nur p oder g, sein, da 
sonst 3° | n folgt. 

(«) p= 97. n = 97° .g -32.132.61°-.---g.. P+F!_ ln. tq,=]7, 
so folgt wie in I (a): 2801 |n; 37 |n und daraus 3°? | n. Ist q, = 7, so folgt 3? | n. 

(ß) g, = 97 = — 2(mod 11). 1 +97 + +++ 97*=0 (mod 11); 11|n. Wegen 
p=1(mod 4) gilt 1+11 +11?=7-19|n, also 1+7+7?2=0 (mod 3), d.h. 3% | n. 

Der Beweis von (1) ist hiermit vollständig gegeben. 


19) Vgl. 2). 


3/1 +13 + 132; also g, = :::=g, =2(mod 3). Anderseits enthält 
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Zur numerischen Lösung von Gleichungen 
mit reellen Koeffizienten. 


Von Martin Eichler in Göttingen. 





Die Auflösung einer Gleichung 
1) dm tar +: +a,a = a, (2 + r,) =0 (n>1) 


vollzieht sich im allgemeinen in zwei Schritten, von denen der erste zu einem Näherungs- 
wert der Lösung führt, während der zweite eine Korrektur dieser Näherung liefert. Ich 
beschränke mich hier auf den Fall reeller a,. Hat (1) reelle Wurzeln, so sind diese meist 
leicht auffindbar; demgegenüber bereitet es mehr Schwierigkeit, die ungefähre Lage der 
komplexen Wurzeln zu ermitteln. In diesen Zeilen setze ich nun ein Verfahren aus- 
einander, das auch die Auffindung der komplexen Wurzeln recht einfach macht. Es 
beruht darauf, daß man das Polynom 
r+ > 


(2) F(x) = const. 1 (z + =. 


betrachtet, welches ersichtlich für jede nicht-reelle Nullstelle —r, von (1) an der Stelle 
R(— r,) verschwindet; unter R wird dabei der Realteil verstanden. Es ist nun nicht 
zweckmäßig, alle Koeffizienten von (2) zu berechnen, sondern nur jeweils den Funktions- 
wert. 
Zur Herleitung des Verfahrens für diese Berechnung verstehe ich unter k den 

Körper der reellen Zahlen und unter i die imaginäre Einheit. Es werde 

n=a + ia, 

n=% il, 

„=z, für 2 <v<sn 
gesetzt, wobei z,, 23, - . . , z„ Unbestimmte sind; a,, x und z seien weitere Unbestimmte. 
Schließlich sei X der Körper 

K = ka, 0, :::,@,)- 

Jetzt hat F(x) Koeffizienten in K (wenn die noch offene Konstante von (2) in Ä liegt) 
und ist in Ä irreduzibel. Für x = — x, hat das Polynom 


(3) Mz+9)=Na) +) + 


die Wurzel z = ir, in K(x,, 2, Ü): 


(2) + z Oz) + z Az) + -- +2 f(z2) + 2 Az) + ---| = gol2?) + 281(22) = 0, 


und da go(2?) und g,(2?) bereits in Ä(x,, x,) liegen, z dagegen nicht, ist sogar 


80(2?) = g1(2?) = 0, 
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und mithin verschwindet für = —r, die Resultante dieser beiden Polynome: 
1 1 
ne) öi f'®(x) 0 0 
1 Bi 1 
0 
4 Pe 
Fa ee ee 0 
N | 
0 .. ’ ie | 
Fr Ta 
Sie stimmt aber mit dem Polynom (2) bei geeigneter Festlegung der noch offenen Kon- 
stanten überein, denn erstens hat sie zusammen mit (2) die Nullstelle x = — r,, sie ist 
also durch (2) teilbar, da ihre Koeffizienten wie die von (2) in X liegen und (2) in X irre- 
n(n + 1) 


duzibel ist. Zweitens hat (2) den Grad "un während der Grad von (4) höchstens 


so groß sein kann. Die in (2) noch offen gebliebene Konstante hat übrigens den Wert 
n n 
bo 
n | 
HE Fee ar ) 


Zur Berechnung von F(x) für ein reelles x nimmt man zunächst die Entwicklung (3) 
vor, was mittels des Hornerschen Schemas sehr schnell geht. Darauf berechnet man die 


Determinante (4) nach folgendem Schema: Man multipliziert die 1., 3.,... Spalte mit 
BE und subtrahiert dies von der 2.,4.,... Spalte; so entsteht ein Zahlenschema von 


der gleichen Bauart, jedoch mit einer um 1 kleineren Reihenzahl. Setzt man 


v 


1 
A,= —ANe), 


so stellt sich das Verfahren in Formeln folgendermaßen dar: 





A, 0 0 0 
A, A ‚ 

, A=4%- 53 A=A, 0 

3 1 2 A, 0 1 

A; Bun Da A=4A, 0 
A, u 


.. 1 m. nn nee 


Schließlich erhält man nach beendeter Reduktion das Schema 
4A,0 0 --.0 0 
A, AO --- 0 0 
A, Ay AL» 0 0 
(5) ee 
Ar® 0 
ap a, 
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Diese Reduktion von (4) auf Dreiecksform ist dann nicht mehr durchführbar, wenn eine 
der Größen A,, A},... = 0 ist. Dieser Fall braucht jedoch nicht betrachtet zu werden, 
wofür man später den Grund erkennen wird. 
Das beschriebene Reduktionsverfahren der Determinante (4) ist nichts anderes als 

die Anwendung des Euklidischen Divisionsalgorithmus auf die obigen Polynome g,(2?) 
und g,(2?2) in der Form 

&0(2?) = a0gıl2?) + 2’g(2), 

81(2?) = agal2?) + 2°g(2?), 
dabei ist 

Em(2?) . Aw) + AmDz8 +... 


Das Aufsuchen der komplexen Wurzeln von (1) wird man in der Regel von rechts 
her beginnen, indem man an Stelle von (1) die Gleichung f(x + x,) = 0 löst, wobei x, 
größer als der Realteil jeder Wurzel von (1) ist. Vielfach tritt in der Praxis der Fall 
auf, wo 7, = 0 genommen werden kann, d. h. wo alle Wurzeln von (1) negativen Realteil 
haben; dies soll auch von jetzt ab vorausgesetzt werden. Nach Hurwitz ist hierfür not- 
wendig und hinreichend, daß a,, a, und die Determinante (4), zusammen mit allen den- 
jenigen Unterdeterminanten F„(m = 0,1,...,n —2) positiv sind, die aus (4) durch 
Streichen der n —m — 2 letzten Zeilen und Spalten entstehen. 

Man sieht nun zweierlei sofort ein: Erstens erhält man die F,„ im Verlauf der oben 
beschriebenen Berechnungsmethode von (4) nebenbei, so daß man sie nicht extra aus- 
zurechnen braucht: F„= A}4A} :-- A”. Zweitens: hat 


fol2) = Hz + 2) = g0l2?) + 281(2°) 

für ein reelles x nur Wurzeln z mit negativem Realteil, so gilt dasselbe auch für die 
Polynome niederen Grades 

fıl2) = g1(2?) + 282(2?), 

fa(2) = 832?) + 293(2?), 
denn die für sie gebildeten Determinanten (4) sind in der für fy(z) = f(x + z) gebildeten 
enthalten. 

Es sei insbesondere x der größte der unter den Wurzeln —r, von (1) vorkom- 

menden Realteile und A,(z) > 0,..., A-®(z) > 0, dagegen A”(x) = 0. Ist m> 0, 
so gilt für die Wurzeln —r(” von f,„(2) 


vi _ AM) _ AM 


A 
und da nach obiger Bemerkung die Realteile der —r(” nicht positiv sind, können alle 
diese Realteile nur gleich O sein. Jetzt ist aber für dieses x 
/m(2) u Em(2?), 

also gm41(22) = 0, und g„(22) ist der größte gemeinsame Teiler von g,(2%) und g,(22). Ist 
dagegen m = 0), so sind zwei Fälle möglich: erstens A,(x) > 0, dann kann man wie oben 
schließen, daß g,(2?) = 0 ist; zweitens A,(z) = 0, dann ist x eine reelle Wurzel von (1). 
Ausgenommen den Fall einer reellen Wurzel von (1) also bricht der oben beschriebene 
Algorithmus für die Überführung der Determinante (4) in Dreiecksform mit dem größten 
gemeinsamen Teiler von g,(2?2) und g,(z?) ab, im allgemeinen mit 


Sulz?) = Al? + Ay 9zt, 
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da es nur ausnahmsweise mehr als ein Wurzelpaar mit dem Realteil x gibt. Die 





(n—3) 
Größe = stellt dann den Imaginärteil der gesuchten Wurzel dar. 
3 


In der Praxis wird das Rechenverfahren etwa so aussehen: Man geht von den 
Zahlen &, = 0 und &, = et aus. Der größte der unter den Wurzeln von (1) vor- 


kommenden Realteile —x, muß zwischen diesen beiden Grenzen liegen. Infolgedessen 
ist für &: A, > 0, A] > 0,..., A"®> 0, dagegen nicht für £&,, und es sei A”) für &, 
die erste nicht positive Größe in der Reihe A,, A,,.... Ist A) = 0, so ersetze man 
£, durch eine etwas größere Zahl so, daß nicht alle A > 0 sind und der erste nicht posi- 
tive von ihnen < 0 ist. Nun bildet man die Zahl 
Ai_ 

2 se 2 ME 

N AP 
und setzt &, = €’, &, = &, oder &, = &,, & = €’, je nachdem ob AY?(£’) > 0 ist für jedes » 
oder nicht. Dasselbe Interpolationsverfahren führt man darauf für £, und £, an Stelle 
von £, und £, durch und fährt so fort. Es entsteht eine Intervallschachtelung 

&, SHhHS: SH Sähh 

die mindestens halbseitig auf den gesuchten Realteil —x, konvergiert. Man kann die 
Konvergenz zwar noch durch Probieren beschleunigen, jedoch wird sie i.a. nicht so 
schnell fortschreiten, wie wenn man das Newtonsche Näherungsverfahren anwenden 
würde, besonders da das letztere einfacher zu handhaben ist. 

Wenn nach dem beschriebenen Einschließungsverfahren £&,, und &,,,, gegen — x, 
konvergieren, so konvergieren für jedes & im Intervall &,,, SE S &, die Größen AY(£) 
gegen die Koeffizienten der Polynome g,,,(2?) für = —x,, und ist g„(2?) der größte 
gemeinsame Teiler von g,(2?) und g,(z?), so konvergiert die Größe 


e(£) = AY(E) 
gegen 0. Die Kleinheit von e ist ein natürliches Maß für die Güte der Approximation. 
Gleichzeitig konvergiert die Größe 
Ye 
AD 


gegen den Imaginärteil der Wurzel. Hat man Real- und Imaginärteil mit hinreichender 
Genauigkeit auf die beschriebene Weise ermittelt, so wird man jetzt die Approximation 
mit dem bekannten Newtonschen Verfahren fortsetzen. 
Ich füge noch ein mit dem Rechenschieber durchgerechnetes Beispiel für eine bi- 
quadratische Gleichung an, obwohl eine solche Gleichung einfacher gelöst werden könnte. 
f:)= "+32 +452°+38x + 1,6. 


Man überzeugt sich zunächst davon, daß f(x) keine reelle Wurzel besitzt, und daß die 
Realteile aller komplexen Wurzeln <0 sind. 





An Stelle von £, .— = —0,75 wird versuchsweise gleich & = — 0,7 
genommen. Das Schema (5) ist 
für ,=0: 380 0 für &,: 0,540 0 0 
3 3,24 0 0,2 1,008 0 


0 1 41,826, er 7 
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Aus e(£,) = 1,826 und e(&,) = — 0,335 ergibt sich durch Interpolation & = — 0,59; 
dazu gehört das Schema (5): 

0,801. 0 0 

0,64 0,934 0 

0 1 —0,218, 


also e(&#) = — 0,218; ,=0, &, = —0,59. ‚Durch Interpolation findet man jetzt 
© — — 0,528, das Schema (5) hierzu ist 

0,970 0 0 

0,888 0,976 0 

0 1 —0,106, 
also e(&) = — 0,57; &, = 0, & = —0,528. Erneute Interpolation liefert & = — 0,499. 


Entweder bricht man das Verfahren mit der gefundenen Näherung —0,528 + i- 0,988 ab 
und rechnet nach dem Newtonschen Verfahren weiter, oder man ersetzt &, durch eine 
bessere obere Grenze, die man jetzt etwa zu —0,47 ansetzen würde. Auf diese Weise 
beschleunigt sich die Konvergenz erheblich. Die zu approximierende Wurzel ist bei 
dreistelliger Rechengenauigkeit —0,487 + i - 1,017. 

Zum Schluß möchte ich die Gelegenheit benutzen, um auf eine Lösungsmethode 
für Gleichungen vierten Grades hinzuweisen, die zwar nicht neu sein kann, sich aber 
nicht in der mir bekannten Lehrbuchliteratur findet. Sie scheint mir allen sonstigen 
Lösungsmethoden an schneller Durchführbarkeit überlegen, besonders dann, wenn es 
sich um Gleichungen mit reellen Koeffizienten ohne reelle Wurzeln handelt. 

Die biquadratische Gleichung 

"+. +? +ar + = (a? +Ss7 +n,)(2? + Sr +n, = 0 
sei vorgelegt. Dann gilt 
str =, Army, SetY=i, 

S/Ng + Sa, = Ay, NıNg = Ag. 

Man eliminiert zunächst s, und s;: 
aa u 3 
ı u 7 no” 

und findet dann, daß y der kubischen Resolvente 

Y° — azY? + (a)az —Aay)y + (Aaza, — a) — aza,) = 0 
genügt. n, und n, sind jetzt die Wurzeln der Gleichung 

n"?— yn+a,=(, 

und mittels n, und n, kann man schließlich auch s, und s, berechnen. 

Man kann ersichtlich unter allen Umständen im Falle reeller a, das Auftreten 
komplexer Werte für %, s}, Sg, 2%, 2% im Verlauf des Rechenganges vermeiden, und dies 
geschieht jedenfalls dann, wenn man für y die absolut genommen größte reelle Wurzel 
der kubischen Resolvente nimmt. Man berechnet diese i. a. sehr schnell durch eins der 
bekannten Näherungsverfahren. Sollte man versehentlich nicht die größte berechnet 
haben, so macht das jedoch nichts aus, da man mit einer Wurzel einer kubischen Gleichung 
auch die beiden übrigen sehr schnell ermitteln kann. 





Eingegangen 17. September 1941. 




















Zyklische Projektionen im Dreieck. 


Von ©. Nehring in Bitterfeld. 


Einleitung. In einer früheren Arbeit!) behandelte ich die Eigenschaften einer 
zyklischen Projektion am Viereck, die von R. Haußner?) angegeben wurde. Diese Pro- 
jektionen wurden durch mich auf Sechs- und Zehnecke erweitert?). In der folgenden 
Arbeit sollen entsprechende Untersuchungen am Dreieck ausgeführt werden. Die all- 
gemeine Konstruktion gibt zunächst den Zusammenhang mit der erwähnten Konstruk- 
tion am Sechseck. Zu dieser allgemeinen Konstruktion tritt im ersten Teil für die Punkte 
A,, B,, Cı auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC die Cevabedingung, im zweiten 
Teil die des Menelaus, wobei wiederum die einzelnen Paragraphen dieselben Zusatz- 
bedingungen für die Punkte 1’, 1”, 4 enthalten. Im dritten Teil wird eine Anwendung der 
Ergebnisse des ersten Teils auf die Zachariassche Konstruktion*) gemacht und dann auf 
eine Eigenschaft der Morleyschen Punkte°) hingewiesen. Zum Schluß bringt der vierte 
Teil eine neue Konstruktion, für die einige Ableitungen für den Ceva- bzw. Menelaus- 
Fall gegeben werden. 

Allgemeine Konstruktion. Auf den Seiten AB, BC, CA eines beliebigen Drei- 
ecks ABC mögen bzw..die Punkte C,, A,, B, liegen. Man wähle nun auf BC einen Punkt 1 
beliebig und führe die folgenden Projektionen aus: 


1B, x BA=2, 24,xAC=3, 30, xCB=4,... 
in zyklischer Vertauschung. 


1. Teil. 
Die drei Punkte A,, B,, €, sollen der Ceva-Bedingung AA, x BB,x CC, =P genügen. 


1. Satz 1. Punkt 1 fällt mit dem Punkte 7 zusammen. 

Beweis. Es seien D, =B,C,xBC, D,=(C,A,xCA, D,= A,B,x4AB die 
Desarguesschen der Dreiecke ABC und A,B,C,. Ferner möge das Doppelverhältnis 
. 2. durch das Symbol (ABXY) abgekürzt werden. 

Aus der Angabe der auszuführenden Konstruktion ergibt sich: 

(1) (CBA,1)% (ABD,2) TR (ACB,3) % (BCD,4) R (BAC,5) % (CAD,6) X (CBA, 7), 


wobei in üblicher Weise X die Perspektivität, künftig x die Projektivität angeben soll. 





ı) O. Nehring, Eine Konstruktion am einfachen ebenen Viereck, Deutsche Math. 2 (1937), S. 252— 256. 
2) R. Haußner, Aufg. 203, Jber. Deutsche Math.-Ver. 45 (1935), S. 109. 
) 0. Nehring, Aufg. 278, Jber. Deutsche Math.-Ver. 49 (1939), S.29. Lösung ebenda 50 (1940), S. 80—83 
mit vollem Wortlaut der Arbeit. 
4) M. Zacharias, Trilineare Verwandtschaft, Ztschr. math. nat. Unt. 65 (1934), S. 325828. 
5) Vgl. z.B. G. Kowalewski, Beweis des Morleyschen Satzes, Deutsche Math. 5 (1940), 5. 265—266. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 3. 17 
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Aus 
(CBA,1) x (CBA,7) 
folgt sofort 
1=17. 

Zusammenhang dieser Konstruktion mit der am Sechseck. Wir denken uns ein Sechs- 
eck (AC,BA,CB,), auf CA, einen beliebigen Punkt P, und die folgende Konstruktion: 
AP,xA,B = P, B,P,x BC, >= Ps CP,xC,A =P, ...; dann wurde gezeigt?), 
daß P, = P,s. Nun denken wir uns A,, B,, €, bzw. in die Geraden BC, CA, AB gerückt. 
Es zeigen sich dann sofort die Identitäten 

P,=1 = P, P,,=2=P, P,=3=P,:-- Ps =1. 
Damit erweist sich die allgemeine Konstruktion als Spezialfall der Konstruktion am 
Sechseck. 

2. Ausführung der Konstruktion an Punkttripeln, die der Ceva-Bedingung genügen. 
Es seien 1,1’, 1” bzw. Punkte auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC mit der 
Bedingung 

(2) AxXB'xA"=0. 
Dann liegen die beiden folgenden der ersten Konstruktion analogen Projektionen vor: 

(3) (ACB,1’) X (BCD,2’)x (BAC,3’)r (CAD,4') Kr (CBA,5’) K(ABD,6’) x (ACB,T7'), 
(4) (BAC,1”)R(CAD,2)R(CBA,3")R(ABD,.4”)R(ACB,5")R(BCD,6")R(BAC,T”). 
Satz 2. 3Bx3’Cx3’A=R und 5Cx5’Ax5’B=S. 
CX-BY- AZ 


Beweis. Es soll in den weiteren Ausführungen für XB- YA-2C das Symbol 
(CXBYAZ) Verwendung finden. Dann lauten unsere CGeva-Bedingungen 

(5) (CA,BC,AB)= +1 
und 

(6) (1B1’A1”’C)= +1. 


Führen wir das Produkt 
P = (CBA,1) - (ACB,1’) - (BAC,1”) 
aus, so erhalten wir denselben Wert wie bei der Multiplikation von (5) mit (6), also 
P= +41. Damit ist auch das Produkt 
(ACB,3) (BAC,3’) (CBA,3’”) 
dem Wert nach gleich + 1. Ordnen wir dieses letzte Produkt um, so erhalten wir: 


(7) (CA, BC,AB,) : (C3 B3’ A3’) = +1. 
Aus (7) folgt in Verbindung mit (5) unmittelbar 
(8) (C3 B3’A3’) = +1, 


d.h. A3x B3’xC3’”’ = R. Analog läßt sich die Richtigkeit der zweiten Behauptung 
des Satzes beweisen. 

Satz 3. Die Punkte der Tripel (2, 2’, 2”), (4, 4’, 4’), (6, 6’, 6”) liegen je auf einer 
Geraden. 


Beweis. Nach dem Desarguesschen Satze gilt 
(9) (AD,BD,CD,) = —1. 
Aus dem nunmehr selbstverständlichen Produkt 
(10) (ABD,2) -(BCD,2')(CAD,2”’)= +1 


























Nehring, Zyklische Projektionen im Dreieck. 


folgt in Verbindung mit (9) durch Division 
(2B2’C2”’A)= —A, 
daß nach der Umkehrung des Menelaus-Satzes die Punkte des Tripels (2,2’,2’’) in einer 
Geraden liegen. Analog ist der weitere Beweis zu führen. 
Es mögen folgende Benennungen eingeführt werden: 


22’x44' =r, 44'x66’ =s, 66'x22’ =... 
Dann können wir den nächsten Satz kurz folgendermaßen fassen : 
Satz 4. rRxsSxgQ =P. 


Beweis. Er soll in projektiven Koordinaten geführt werden. Es seien s, = 0, s, = 0, 
s3=0 bzw. die Gleichungen der Seiten BC, CA, AB. Ferner sollen die Ecktransversalen 
folgende Gleichungen erhalten: 

AA,: 8 — 08 =0, BB: ss — Rsı = 0, CC): Sı — &g5, = 0 
mit der Bedingung &,%% = + 1. Analog seien die Geraden 
A: — hs=0, Bi’: gs — Assı = 0, Cl”: 5, — Ras, = 0 
durch die Bedingung A, A, A; = +1 verknüpft. Dann erhalten die zum Beweise 
notwendigen Punkte folgende projektive Koordinaten: 
A,(0, &,, 1), B1(1,0, ag), Cy(&3, 1,0), P(l, 108, &3); 
1 (0, A,,1), 1’(1,0, 25), 1” (2,,1,0), Q (A, A, Ay, A); 
2 (— 1, A,0, 0), 2°(0, — 4, Ag03), 2” (230,0, — 1); 
3 (&, 0, Ay&), 3’ (Agög, &g, 0), 3°’ (0, Ay, &g), R(Ag&g0, 0, Ay Agg0ta); 
4 (0, — &,, 410205), 4’ (A230, 0, — 03), 4" (— %g, Ag01 0, 0). 
Daraus folgt 
22’: Algsı + Sg + Aı Ag0,0g55 = 0, 
44’: &1095, + AyAgügsg + Amts, = 0, 
PR: (3, Ag&g — 8,085)51 + (Ag — Aı Ag0g)5g + (X — Agcı)sa = 0. 
Die Determinante aus den Koeffizienten der s,, sg, ss ergibt Null. Also schneiden sich 
die drei Geraden in dem Punkte r = 22’x44’. Damit ist aber bewiesen, daß rR durch 
P geht. Analog können die weiteren Behauptungen des Satzes bewiesen werden. 

3. Ausführung der Konstruktion an Punkttripeln, die der Menelaus- Bedingung 
genügen. Aus der Tatsache, daß die Punkte 2, 2’, 2”’ in einer Geraden liegen, geht hervor, 
da man ja innerhalb der Konstruktion mit jedem der Punkte 1 bis 6 und entsprechend 
mit jeder Gruppe von Tripeln beginnen kann, daß aus einer Verknüpfung der Bedingungen 

(AC,BA,CB,) = +14 und (A1”Bi’C1) = —1 
keine neuen Ergebnisse erwartet werden können. Es gelten also hier die Sätze der Nr. 1 
und 2. 


2. Teil. Die drei Punkte A,, B,, €, sollen der Menelaus-Bedingung A,B, = B,C, genügen. 


Nach dieser Zusatzbedingung haben wir für die drei Punkte: 
(11) (AC,BA,CB,) = —1. 
1. Ausführung der Konstruktion an Punkttripeln, die der Menelaus-Bedingung 
genügen. Zunächst gilt wieder: 
Satz 5. Punkt 1 fällt mit dem Punkte 7 zusammen. 
Beweis. Für die drei Punkte 1,1’, 1’ gilt die Bedingung 
(12) (A1”’Bi’Cl) = —1. 
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Wir erhalten nach der Konstruktionsvorschrift folgende Projektionsreihen: 

(13) (CBA,1) r (ABC,2) f (ACB,3) f (BCA,4) RT (BAC,5) T (CAB,6) 7 (CBA,T); 

(14) (ACB,1’) X (BCA,2’)R(BAC,3’)R(CAB,4)R(CBA,5’)r(ABC,6’)r(ACB,7'); 

(15) (BAC,1”)RICAB, 2" RtCBA,3")rtABC, 4" JR(ACB,5"’)r(BCA,6")r(BAC,T"). 

Aus (CBA,1) x (CBA,T), (ACB,1’) x (ACB,7’) und (BAC,1”)r (BAC,7”) folgt 

1=7,1'’=7' und 1” = 7". 

Satz 6. Die Punkte der Tripel (2,2',2”), (3,37,3”),.. -, (6,6’,6”) liegen je auf einer 
Geraden. 

Beweis. Aus dem Produkt von (114) mit (12) folgt geordnet 

(CBA,1) -(ACB,1’)-(BAC,A’)= +1. 
Damit ist auch 
(ABC,2) - (BCA,2’) -(CAB,2”) = (AC,BA,CB,) - (A2B2’C2”) = +1. 
Durch Division mit (19) erhält man 
(42B2’C2”’) = —1. 

Damit ist für das Tripel (2,2’,2”) der Beweis erbracht, der analog für die übrigen Tripel 
geführt werden kann. 

Satz 7. Die Punkte (1, 2, 3, 4,5, 6), (1',2',3°,4',5’,6’), (1”, 2,3”, 4,5”, 6”) 
liegen je auf einem Kegelschnitt. 

Beweis. Laut Konstruktion gilt 

12x45=B, 3x56=A, 3dxbl=l,. 

Ferner liegen die Punkte A,, B,, C, in einer Geraden. Also sind die sechs Punkte (1, ...., 6) 
nach der Umkehrung des Pascalschen Satzes Punkte eines Kegelschnittes. Analog ist 
der Beweis für (1’,...,6’) und (1”,...,6”) zu führen. 

2. Ausführung der Konstruktion an Punkttripeln, die einer Ceva-Bedingung genügen. 
Man zeigt leicht: 

Satz 8. Die Punkte (1,...,6), (1’,...6)(1”,...,6”) liegen je auf einem 
Kegelschnitt. 


Beweis. Die Projektionsfolge dieser Konstruktion ist dieselbe wie (13) bis (15); 
damit ist der Beweis identisch mit dem zum Satz 7. 


Satz 9. Die Geraden C2, A2’, B2’; B3, C3’, A3”;... gehen je durch einen Punkt. 


Beweis. Das Produkt der ersten drei Doppelverhältnisse aus (13), (14), (15) hat 
geordnet unter Berücksichtigung der Zusatzbedingung (11) und 


(16) (A1’Bi’Cl)= +1 
den Wert 
(CBA,1) (ACB,1’) (BAC, 1”) = —1. 
Damit wird auch 
(ABC,2) (BCA,2’) (CAB,2”) = — 1. 


Dividieren wir dies durch die Bedingung (11), so erhalten wir 
(C2”’A2B2)= +1. 
Also schneiden sich die Geraden C2, A2’, B2’’ in einem Punkte. Analog sind die Be- 
weise für die weiteren Tripel zu führen. 
Satz 10. Werden auf den Seiten BC,CA,AB eines Dreiecks ABC durch einen 


Kegelschnitt bzw. die drei Punktepaare 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6 erzeugt und konstruiert 
man mit ihnen die Punkte 
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12xAC = B, 23xBC = A, 34xAB=(,, 

45xAC = B, 56xBC = A, 61xAB=(,, 
dann liegen die-Punkte A,, B,, C1, Ag, Ba, C, auch auf einem Kegelschnitt. 
AZ,:BX,-CY,-AZ,- BX,-CY, . \ 
DE TVIIER TG ee 





Beweis. Wir wollen für 


(AZ,BX,CY,AZ,BX,CY3,) setzen. 
Nach dem Carnotschen Satze gilt 


(17) (B1C3 A2 BAC6A5) = +1. 
Nach dem Satze von Menelaus haben wir 

(18) (BACB,A2) = —1, (A2BA,C3) = —1,.. 
Multiplizieren wir diese sechs Ausdrücke, so erhalten wir 

(19) (B1C3A2 BAC6 A5)? - (CB,AC,BA,CB,AC,BA,) = +1. 
Dividieren wir (19) durch (17), so erhalten wir 

(20) (CB,AC,BA,CB.AC,BA,) = +1. 


Nach der Umkehrung des Satzes von Menelaus liegen somit auch die Punkte A,, B,, Ch, 
Ag, Ba, C, auf einem Kegelschnitt. 

Umkehrung des Satzes 10. Werden auf den Seiten BC,CA,AB eines Dreiecks 
ABC bzw. die Punktepaare A,, Ag; Bj, Ba; Cı, Cz durch einen Kegelschnitt ausgeschnitten 
und wählt man auf BC einen Punkt 1 beliebig, so ist bei der Ausführung der Projektionen 


1B,xXAB =2, 24,xCA =3,30,xBC =4,4B,x AB = 5,5A,XAC = 6,60,xBC=7 


Punkt A nicht immer identisch mit dem Punkte 7, d.h. es braucht diese Projektionsfolge 
nicht immer zyklisch zu sein. 

Beweis. Nach Menelaus gelten wieder die Beziehungen (18), mit deren Multi- 
plikation wir denselben in (19) notierten Ausdruck erhalten. Für die Punkte A,,...,Cy 
des Kegelschnittes gilt nach Carnot die in (20) festgelegte Beziehung. Durch Division 
von (19) und (20) erhalten wir 

(21) (B1C3A2BAC6A5) = +1. 


Beginnen wir unsere Projektion mit dem Punkte 2 und setzen sie bis zum Punkte 7 fort, 
so bekommen wir 

(22) (C3A2 BAC6A5 BT) = +1. 

Aus (21) und (22) folgt, daß der Zug (1,...,7) dann und nur dann zyklisch ist, wenn 
beide Ausdrücke gleiche Vorzeichen besitzen. 

Satz 11. Werden die Seiten eines Dreiecks ABC durch drei Kegelschnitte in je drei 
Punktepaaren 1,4 bzw. 2',5’ bzw. 3”,6’’ auf BC usw. in zyklischer Vertauschung auf CA 
und AB geschnitten, und liegen die fünf Tripel (1,1’,1”),...,(5,5’,5”) je auf einer Geraden, 
dann liegen auch die Punkte 6,6',6'' auf einer Geraden. 

Beweis. Nach dem Satze von Carnot gilt für unsere drei Kegelschnitte in bezug 
auf die Abschnitte auf den Dreiecksseiten: 

(B1C3 A2 BAC6A5) = +1, 
(23) (C1’A3’B2’C4’A6’B2’) = +1, 
(A1”’B3’C2’” A4’B6’CH’)= +1. 
Nach Menelaus gilt für die ersten fünf Tripel: 
(24) (Bict1’A”)= —A,...,(4585’05’) = —1. 








134 Nehring, Zyklische Projektionen im Dreieck. 


Teilen wir das Produkt der Ausdrücke unter (23) durch das Produkt der Ausdrücke 
unter (24), so erhalten wir 

(C6 A6’B6”) = — 1. 
Damit liegen die Punkte 6,6’,6’’ auf einer Geraden. 


Bemerkung zum Satz 11. Das Analogon liefert die Ceva-Beziehung; dann ist 
(Bic1’Al”)= +1,..., so daß wir das Ergebnis (C6A6’B6”) = + 1 erhalten. 


Satz 12. Schneiden drei Kegelschnitte die Seiten eines Dreiecks in drei Punkte- 
paaren 1,4 bzw. 2’,4’ bzw. 3,6’ auf BC usw. in zyklischer Vertauschung auf CA und AB, 
liegen ferner die Tripel (1,1’,1”),..., (6,6',6”) je auf einer Geraden, so liegen nach Durch- 
führung der Konstruktion 

12xCA = B,, 1'2'’xAB=C\, 1"2”xBC =A, | 

45xCA = By 45’xAB=C), 45" xBC=A, | 
die Tripel (B,C/A}'),...,(B,C}A}) je in einer Geraden; es entstehen also Kegelschnitte 
derselben Zuordnung wie die ursprünglichen. 

Beweis. Nach Menelaus gilt: 

(25) (Bic1’A”) = —1 und (42B2’C2”) = —1. 

Anderseits fordert die Konstruktion 

(6) (BACB,A2) = —A, (Cl’ACIB2’)= —1, (Al”’BAY Ca”) = —1. 
Dividieren wir das Produkt der Ausdrücke unter (26) durch das der Ausdrücke unter 
(25), so erhalten wir 


usw. in zyklischer Vertauschung 


(ACIBA\ CB) = —A, 
d. h. die Punkte B,, C/, A}' liegen in einer Geraden. Analog lassen sich die Beweise für 
die übrigen fünf Tripel führen. 
Bemerkung zum Satz 12. Der Leser möge selbst die Betrachtungen für den Geva- 
Fall führen. Außerdem sind Kombinationen der beiden Fälle „Ceva‘‘ und ‚„Menelaus‘“ 
möglich. 


3. Teil. Eine Anwendung der Zachariasschen Konstruktion auf die Tripel der Eck- 
transversalen durch die Punkte Q,R,S des 1. Teiles dieser Arbeit. 


M. Zacharias fand folgende Konstruktion®): Im Dreieck ABC sind zwei Tripel 
von Ecktransversalen mit den Bedingungen 
AX,xBY,xCZ, =H, AX,xBY,xCZ, =K 
gegeben; dabei liegen X,, Y„Z; (i= 1,2) bzw. auf den Seiten BC, CA, AB. Durch 
AX,xBY,xCZ, =D, AX,xBY,xCZ, =D\, 
BY,xCZ,xAX,=D, BY,xCZ, xAX,=D,, 
CZ, xAX,xBY,=D, CZ,xAX,xBY;=D, 
mögen die neuen Transversalen AX,,... und die Punkte D,,... definiert sein. Dann 
ergibt sich 
AX,xBY,xCZ,=L, AX,xBY,xCZ,=M, D,D,xD,D;xD,D\=N, 
und Z, M, N liegen auf einer Geraden, die künftig die Zachariassche Gerade der Punkte 


H,K genannt werden soll. 
Wir wollen diese Konstruktion auf die Tripel 


AlxBi’xCi”" =Q, A3xB3’xC3"” = R, A5xB5’xCH’ = S$ 


anwenden. 





4 
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Satz 13. Die Zachariassche Gerade je zweier Punkte Q, R, S geht durch den dritten. 

Beweis. Es genügt offenbar nachzuweisen, daß z. B. nach der Zachariasschen Kon- 
struktions- und Benennungsweise für die Ausgangspunkte _, S in 

(27) (A1xB5”’)C = C3 
3=3’ ist, d.h. daß die Zachariassche Gerade der Punkte Q, S durch A geht; alles weitere 
würde sich durch zyklische Vertauschung ergeben. (27) können wir auch auf die Form 

(28) (BiC5"’A3)= +1 
bringen. Wir setzen künftig für AX:XB das Symbol (ABX). Damit haben wir bei 

(BCi) = A, (CA1’) = A, (ABi”) = A, 
(BCA,) = a,, (CAB,) = &, (ABC,) = 03 
die Bedingungen 
Akah,=+t1 und , ss = +1. 
Multiplizieren wir (28) mit (CA,BC,AB,) = + 1, so erhalten wir geordnet 
(29) (CBA,1) :- (ACB,5”) -(ABC,3) = +1. 
Nun ist aber (ACB,5’’) = (BAC,1”). Damit erhalten wir unter Anwendung der A, 
bzw. &; (i=1,2, 3) 
(30) (CBA,1) (ACB,5”) = &,%3: Ay Ag. 
Aus (29) und (30) finden wir durch Division 
(ABC,3) = ag: },. 
Andrerseits ist 

(31) (CAB,1’) = (ABC,3’) = %z: },. 

Also ist (ABC,3) = (ABC,3’), d.h. 3=3’. Damit ist R ein Punkt der Zachariasschen 
Geraden der Punkte @, $. 

Satz 14. Ist P der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden und Q ein Morleyscher 
Punkt eines Dreiecks, so sind R, $S dann und nur dann die beiden anderen Morleyschen 
Punkte, wenn das Dreieck gleichseitig ist. 

Beweis. Entsprechend der Konstruktion ist 

AQxBC =1, BRxAC =3, CSxAB=5; 
ARxBC =3", BSxAC =5", CQxAB =1". 
Es mögen AR, AQ die Winkeldrittelnden von «, BR, BS die von ß, CS, CQ die von y sein. 

Ferner sei in AAAxBB,xCC, = P die Lage des Punktes P einstweilen noch un- 


bestimmt. 
Nach unserem Projektionsgange haben wir 


(BAC,1”) = (CBA,3”) = (ACB,5”) = n. 
Unter Beachtung der Winkelbeziehungen gilt, wenn wir die Dreieckswinkel mit 3x, 3ß, 3y 
bezeichnen: 











a BC; sin Y' sin 3ß == 

(BAC,1”)= C,A-sindy sind 
Bi CA, - sin & ‚ sin 3y Br 

(32) (CBA,3’)= A,B-sin2&-sin3ß " 
= _ AB, sin ß - sin 3a Ei 

(ACB,5’)= B,C -sin2ß-sin3y ” 
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Das Produkt aus (32) ergibt 

‚sina-sin ß-siny — 

une en sin 2& -sin2ß -sin3y 

Mit Berücksichtigung von (BC, AB, CA,) = + 1 finden wir zunächst 
1 


3 





n = 








2Vcos & - cos ß - c08y 
und dann mit der ersten Gleichung von (32) 
(33a) im; — + — er 
Veos © cos B-cosy ß 








Andrerseits gilt die weitere Projektionsfolge 

(CBA,1) = (ACB,3) = (BAC,5) = m. 
Mit Beachtung der Winkelbeziehungen folgt 
[ _ CA, :sin2« -sin3y _ 
FANTIEEN 
AB, : sin 28 - sin 3x _ 





(34) | (ACB, 3) = 





_ BC, :sin2y -sin3ß _ 
IT ra 











Das Produkt aus (34) ergibt nach kurzer Umformung 
(BC,AB,CA,) :8c08%& cos ß : cos y = m? 
und zum Schluß 
BC, _ Voos x cos ß-cos y_sin 3ß 

ung, — Auer 7 3 
(33a) und (33b) müssen identisch sein, d.h. BC,:C,A =1. 

Das ist mit Rücksicht auf die gleichen Ergebnisse für AB,: B,C und CA,:A,B 
nur möglich für x = ß=y, d.h. im gleichseitigen Dreieck, wobei P der Schnittpunkt 
der Winkelhalbierenden zu sein hat. 





4. Teil. Eine neue Konstruktion. 

Man wähle auf den Seiten BC, CA, AB bzw. die drei Punkte A,, B,, C, und auf 

CC, einen beliebigen Punkt 1 und führe mit ihm folgende Projektionen aus: 
1A,xBB, =2, 2C,xAA, =3, 3B,xCC, =4,... 

1. Die Punkte A,, B,, C, genügen der Ceva-Bedingung. Dann gilt 

Satz 15. Der Punkt 7 fällt mit dem Punkte 1 zusammen. 

Beweis. (C1 PC,)r(B2 PB,) 7 (A3 PA,)r(C4 PC,)X(B5 PB,) R(A6 PA,) T (C7 PC,); 
dabei ist B, = A,C,xBB,, A, = B,CıxAA,, 0, = A,B,xCC,. Aus 

(C1 PC,) R (C7 PC,) 
folgt sofort 
1=17. 


Satz 16. Die Strecken CP, AP, BP werden bzw. durch die Punkte 14, 36, 25 
harmonisch geteilt. 


Beweis. Aus dem vorhergehenden Beweise folgt 
(CPiC,) = (CPAC,) 





‘ 








‘ 
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und daraus durch Umformung- 
(CP14) = (CPC,C;). 
Nun betrachten wir das vollständige Viereck ABA,B,. In ihm ist P der Schnittpunkt 
der Diagonale, C, der Schnittpunkt der Nebendiagonale mit der Seite A,B,. Also 
(CPC,C,) = —41. Damit ist (CP14) = —41. Analog läuft der Beweis für die beiden 
anderen Doppelverhältnisse. 
2. Die Punkte A,, B,, C, genügen der Menelaus-Bedingung. Dann gilt 
Satz 17. Der Punkt 1 fällt mit dem Punkte 7 zusammen. 
Beweis. (CC,A1) x (BB,A2) x (AA, B3) 7 (CC, BA)r(BB,C5)R(AA,C6)R(CC, AT); 
dabei ist A = BB,xCC,, B=CC,xAA, C =AA,xBB,. Aus 
(CC,A1) x (CC, A7) 
folgt 
1=17. 
Satz 18. Die Strecken CC,, AA,, BB, werden bzw. durch die Punkte 14, 25, 36 
harmonisch geteilt. 
Beweis.. Es ist (CC,14) T (BB,25) X (AA,36) X (CC,47). Da nun 1 =[17, folgt 
(CC,14) = (CC, 41), 


d.h. 
(CC, 14)? = 1. 
Da 1 und 4 durch C, getrennt werden, so ist 
(CC,14) = — 1. 


Abschluß. Die Verknüpfung der ersten mit der zweiten Konstruktion liefert eine 
Reihe von netten Lagebeziehungen. Im Rahmen dieser Arbeit soll auf diesbezügliche 
Beweisführungen verzichtet werden. 





Eingegangen 24. Dezember 1940. 
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Über zweifach geordnete Mengen und Zerlegungen 
in Rechtecke. 1. 
Von Alfred Stöhr in Berlin. 


Die vorliegenden Untersuchungen gingen von der Aufgabe aus, über die ver- 
schiedenen Zerlegungen eines Rechtecks in endlich viele Rechtecke eine Übersicht zu 
gewinnen. Es ergab sich dabei eine Beziehung zu den zweifach geordneten Mengen. 

Um gleich hier eine Vorstellung von diesem Zusammenhang und damit von dem 
anschaulichen Gehalt der folgenden rein abstrakten Untersuchungen zu gewinnen, be- 
trachten wir folgendes Beispiel (Fig. 1): 
































Fig. 1. Beispiel einer Rechteckszerlegung. 


Die Tatsache, daß hier a an b unmittelbar von links angrenzt, deuten wir durch 
die Schreibweise a<&b an. Ebenso schreiben wir a <& d, e < 8 < f, e < g, c <d. Wir 
wollen auch c<&b schreiben, da in Fig. 1 eine Kante existiert, an die c von links und 
b von rechts unmittelbar angrenzt. Ebenso deuten wir die Tatsache, daß zwei Rechtecke 
von oben und unten an eine gemeinsame Kante angrenzen, durch c < a, e < a, d < b, 
i<e, f< d, g< f an. Führen wir nun zwei Relationen < bzw. < ein, die immer 
dann bestehen, wenn die Relation & bzw. <& besteht, die ferner transitiv sind und nur 
dann bestehen, wenn sie mit Hilfe der geforderten Transitivität aus den obigen Relationen 
<, < folgen (z. B. ist g< a, weil g</<ce<a ist, aber es ist z. B. nicht e < b), 
so genügen diese neuen Relationen X und < im allgemeinen gewissen Bedingungen, die 
zum Teil in $ 4 unter der Bezeichnung A 2 formuliert werden. 


In dem vorliegenden Teil I soll einiges aus der abstrakten Theorie solcher „zwei- 
fach geordneten Mengen“ gebracht werden; weiteres darüber sowie eine nähere Unter- 
suchung des Zusammenhangs dieser abstrakten Mengen mit der Zerlegung von Recht- 
ecken in Rechtecke soll in einer späteren Fortsetzung folgen. 

In $ 1 werden zunächst die grundlegenden Axiome formuliert; sie legen den Begriff 
der zweifach geordneten Menge in einer Art fest, die von der herkömmlichen inhaltlich 
etwas abweicht. Nach einigen einfachen Sätzen werden mehrere „Endlichkeitsaxiome“ 








warn 
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eingeführt, deren Tragweite verglichen wird. Dazu werden Beispiele gegeben, wobei 
noch eine einfache Veranschaulichung der Mengen durch Pfeilfiguren geschildert wird. 
In $ 2 wird die Theorie unter Zugrundelegung von Relationen &, < entwickelt, die 
bei der Anwendung auf Rechteckszerlegungen gerade das oben genannte „unmittel- 
bare Benachbartsein‘‘ bedeuten. In $ 3 wird ein weiteres Axiom aufgestellt und unter- 
sucht, das ich im Hinblick auf seine später zu behandelnde Bedeutung für die Recht- 
eckszerlegungen das „Zerlegungsaxiom‘“ nenne. $ 4 bringt eine weitere Veranschau- 
lichung zweifach geordneter Mengen. 

Von Verallgemeinerungen auf Mengen, die auf mehr als zwei Arten geordnet sind, 
wird in dieser Arbeit überall abgesehen. Ferner wird von der näheren Betrachtung etwa 
solcher Mengen Abstand genommen, die ein zweidimensionales Kontinuum bilden, 
sondern die Axiome, Definitionen und Sätze sind im Hinblick auf die spätere Anwendung 
bei den Rechteckszerlegungen mehr auf höchstens abzählbare, aus diskreten Elementen 


aufgebaute Mengen zugeschnitten. 
Die Untersuchungen des vorliegenden Teil I sind zum Teil Selbstzweck und werden 


nicht alle später für die Rechteckszerlegungen benötigt. 


$ 1. Grundlagen. Endlichkeitsaxiome. 

Eine nicht leere Menge heißt herkömmlicherweise zweifach geordnet, wenn für 
sie zwei Anordnungen definiert sind. Drückt man diese beiden Anordnungen durch 
Zeichen <, =, <, = aus, so soll für je zwei Elemente a, b der Menge genau eine der 
Relationen a<b, a= b, b <a und genau eine der Relationen a < b, a e b, bh <a 
gelten. 

Diese Festsetzungen erscheinen für manche Zwecke — etwa für die Untersuchung 
kontinuierlicher Mengen — als angemessen. Unserem Problem der Rechteckszerlegung 
scheinen jedoch speziellere Mengen besser zu entsprechen, in denen sich die Relationen 
a= b und a = b gegenseitig bedingen und dann und nur dann erfüllt sind, wenn a und 
b identisch sind. Wir definieren demgemäß in dieser Arbeit eine zweifach geordnete 
Menge M durch folgende Forderung: 

A1'). Sind a und b voneinander verschiedene Elemente aus M, so gilt genau eine 
der Relationen a < b, b <a und genau eine der Relationen a < b,b <a. Sind jedoch 
a und 5 identisch (geschrieben a =.b), so gilt nicht a < b und nicht a < b. Ausa < b, 
b<c folgt a<c. Aus a<b, b<c folgt a<c. 

D1 (AI). a>b heißt b<a, 

a>b heißt b<a. 


Für die Anwendung auf Rechteckszerlegungen erweist es sich meist als zweck- 
mäßiger, für M statt A 1 ein anderes Axiom zugrundezulegen: 
A 2. Zwischen je zwei Elementen a, b € M besteht genau eine der fünf Relationen 


(1) a=-b,a<b,aib,bZa,bZa. 
a= b bedeutet Identität. Ausa-Zb,b<Zcfolgt ac. Ausab,b<ce folgt a< c. 
D2 (AP). a>b heißt ba, 


a=b heißt ba. 


1) A heißt Axiom, D Definition, $ Satz. Die jeweils zugrundegelegten Axiome sind in Klammern ange- 


gegeben. 
18* 
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Wir beachten die Symmetrien von A®2 und den meisten folgenden Axiomen. 
Man darf 

1.< und >, 2.<und S, 3. < und & 
vertauschen, was zusammen eine Gruppe von acht Vertauschungen ergibt, die das 
Axiom in sich, und folglich die daraus abgeleiteten Sätze in richtige Sätze überführen. 
Wir werden im folgenden ohne Beschränkung der Allgemeinheit immer nur je einen der so 
zusammengehörigen Sätze aussprechen und beweisen. 

Die beiden Axiome A 1, A 2 lassen sich wie folgt aufeinander zurückführen: 

D3 (Al). Mit Hilfe der Relationen << mögen die Relationen =, < folgender- 
maßen erklärt werden: 

a<b heißt a<bunda<b, 
a<b heißt a<b und a>b. 

S1(A1l). Die durch D 3 erklärten Relationen erfüllen das Axiom A. 2. 

Beweis. Klar. 

Nun die Umkehrung; A 2 wird zugrundegelegt. 

D4 (A 2). a<b heißt a<b oder a<b, 

a<b heißt a<b oder a>b. 

S2 (A2). Ausa<b, b<c folgt a<codera<ec. 

Beweis. Nach A2 besteht zwischen a und c genau eine der in (1) aufgeführten 
Relationen. Von diesen gilt a= c nicht, da sonst zugleich a < b und b <awäre c<a 
gilt ebenfalls nicht, denn aus c <a<b folgte c <b, was b<c widerspricht; ebenso 
läßt sich ce < a widerlegen. 

S3 (A2). Die durch D4 erklärten Relationen erfüllen das Axiom Al. 

Beweis. Um die Transitivität zu zeigen, benutze man $ 2; das übrige ist klar. 


S4. Unter Zugrundelegung von. Al und D3 ist D4 ein beweisbarer Satz; unter Zu- 
grundelegung von A2 und D4 ist D3 ein beweisbarer Satz. 


Beweis. Klar. 

Damit ist die Äquivalenz von Al und A 2 nachgewiesen. Da sich die Erfüllbar- 
keit von Al offenbar durch Beispiele zeigen läßt, gilt dasselbe von A 2. 

DB. a < b heißt a<b oder a=b; a < b,a > b, a > b sind in entsprechendem 
Sinne zu verstehen. 

D6. a<bheißt:a< b, und es gibt kein ce Mmitac£b; 

a<b, a >b, a>b sind in entsprechendem Sinne zu verstehen. 

S5 (A2). Ist a<b, a<c, so ist eniweder b=c oder bc oderb* c. 

Beweis. Wegen A2 und aus Symmetriegründen genügt es, b<c zu widerlegen. 
In der Tat wäre nach D6 a<b<cein Widerspruch gegen a < c. 


D?T. © < a, < G, <... heiße eine £-Kette. In entsprechendem Sinne sind 
<-, >-, >, <-, <-, >-, >-Kette zu verstehen. Die Bezeichnung Kette wird nur 
in den aufgezählten Fällen gebraucht. a,, a,, @,,... heißen die Elemente der Kette. 
Eine Kette darf endlich oder (einseitig oder beiderseitig) unendlich sein. Eine endliche 
Kette mit dem Anfangselement a und dem Endelement 5 heißt Kette von a nach b. 

Wir wollen nun M gewisse Endlichkeitsbedingungen auferlegen. 
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A3. Ist a<b, so gibt es mindestens eine <-Kette von a nach b. Ista<b, 
so gibt es mindestens eine <-Kette von a nach b. 


A4. Ist ab, so gibt es für alle <-Ketten von a nach b eine gemeinsame, 
nur von a und b abhängige, endliche obere Schranke für die Anzahl ihrer Elemente. 


Im Falle a < b gilt Entsprechendes. 

Abd. Ist a<b, so hat a < x < b in M nur endlich viele Lösungen; ist a< b, so 
hat a < x < b nur endlich viele Lösungen. 

A6. Für jedes feste ae M wird jede der Relationen a < x,a < x, a > x,a >x 
in M von höchstens endlich vielen x erfüllt. 

A?. Jede Kette bricht nach endlich vielen Elementen ab. 

AS. M ist eine endliche Menge. 

Wir werden nun untersuchen, wie diese Axiome voneinander abhängen. 

S6 (A2, A8). Aus AB folgt A. 

Beweis. Die Elemente einer Kette sind paarweise verschieden. 

S7 (A2, Ad). Aus A5 folgt AA. 

Beweis. Klar. 

S8 (A4). Aus A4 folgt AB. 

Beweis. Seia<b. Nach A 4 läßt sich eine <-Kette von a nach 5 nicht unendlich 
viele Male weiter verfeinern, und eine unverfeinerbare <-Kette ist eine <-Kette. 

SY(AR2, AT). Aus AT folgt AB. 

Beweis. Seia<b. Falls nicht a<&b ist, so gibt es ein c, mit a<c,<b. Falls 
nicht a< c, ist, so gibt es ein c, mit a < %< c, u.8. f. Die >-Kette b> c > a> +. 
bricht nach Voraussetzung ab; es gibt- also ein c„=d, mit a < d, < b. Falls nicht 
d, = b ist, gibt es ebenso ein d, mit d,<d, < b u.s.f. Die <-Kette 

a< d, <dh<:-- 
muß mit einem d, = b abbrechen. 

S10 (A2,A7). Aus AT folgt A 6. 

Beweis. Nach 85 lassen sich die ze M mit a< x (a ein festes Element) mit 
Hilfe der Relation < ordnen. Genau wie im Beweise von $9 zeigt man, daß sich zwischen 
je zwei voneinander verschiedenen festen derartigen x eine <-Kette solcher x her- 
stellen läßt, die sich nicht mehr durch Einschalten weiterer x verfeinern läßt. Daraus 
folgt: Sämtliche x lassen sich in einer einzigen <-Kette anordnen. Wegen A7 muß 
diese Kette nach beiden Seiten endlich sein, d.h. es gibt nur endlich viele derartige r. 

S11 (A2, A7). Aus AT folgt Ad. 

Beweis. Angenommen, es gäbe unendlich viele x € W mit a < x < b. Nach S10 


1 1 
gibt es höchstens endlich viele y mit a<y<b. Für jedes der unendlich vielen x, 
die von a, b und den y verschieden sind, gibt es nach $ 9 mindestens ein y mit a< y <ı<b. 
Folglich gäbe es mindestens ein y, das wir a, nennen wollen, mit a < a, und 
1 1 2 . 5 r a 1 1 1 
a, < .x2<b für unendlich viele x. Ebenso gäbe es ein a, mit a, <a, und ,< xr<b 
für unendlich viele x u.s.f. Also erhielten wir in Widerspruch zu A 7 eine unendliche 
<-Kette a<a, <a, een 
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S12 (A2, A4, A6). Aus A4 und A6 folgt Ad. 

Beweis. Verläuft fast wörtlich wie der Beweis von S11. Statt S10 und S9 sind 
A6 und $8 zu benutzen; die letzten Zeilen des Beweises ersetze man durch: „Also er- 
hielten wir eine Z-Kette a<& a, < Ag &:::<&an<b von a nach b, deren Ele- 
menteanzahl im Widerspruch zu A 4 größer ist als die beliebig vorzugebende natür- 
liche Zahl n“. 

D8. Ein Element a e M heißt <-Endelement, wenn es kein beM mit a <b 
gibt. Ebenso: Le, >, >-Endelement. 

S13 (A2, AT). Zu jedem a € M gibt es mindestens ein <-Endelement b mit a < b. 
(Es gibt also Endelemente.) 

Beweis. Das letzte Element einer nicht mehr fortsetzbaren < -Kette a <<... 
leistet dies. 

S14(A 2). Sind a und b <-Endelemente, so ist entweder a = b oder a <bodera>b. 

Beweis. Wäre a < b, so wäre a kein <-Endelement; wäre b < a, so wäre b kein 
<-Endelement. 

S15 (A2, A7). Es gibt nur endlich viele <-Endelemente. 

Beweis. Verläuft fast wörtlich wie der Beweis von $10; die ersten Zeilen jenes 
Beweises ersetze man durch: „Nach 814 lassen sich die x, die <-Endelemente sind, 
mit Hilfe der Relation 2 ordnen.“ 

S16 (A2, A7). Aus AT folgt AB. 

Beweis. Nach 813 gibt es für jedes a € M mindestens ein <-Endelement b und 
mindestens ein >-Endelement c mit cZa < b. Für jedes c und 5b hat c 2 x< b nach 
S11 nur endlich viele Lösungen. Nach 815 gibt es nur endlich viele Endelemente. 

Zusammenfassung. Setzt man immer A 2 voraus, so sind A? und A 8 äquivalent. 
Aus A? folgen Ab und A6. Aus Ad folgt A4. Aus A4 folgt A3. Aus A4 und A 6 zu- 
sammen folgt AB. 

Weitere als die hieraus folgenden Abhängigkeiten bestehen zwischen den Axiomen 
A3 bis A8 nicht, d.h. jede Zusammenstellung von Gültigkeit und Ungültigkeit dieser 
Axiome, die nicht den genannten Abhängigkeiten widerspricht, kommt wirklich vor. 
Einige kurz angedeutete Beispiele mögen dies belegen. 

1. Beispiel. M bestehe nur aus einem einzigen Element a. Es gilt einzig die Re- 
lation a= a. 

In diesem Falle gelten A2, A3, A4,A5,A6,A7,A8. 

2. Beispiel. M bestehe aus den abzählbar vielen Elementen a,a,... Es sei 
A, < a„, wenn n < m ist. 

In diesem Falle gelten A2, A3, A4, A5, A 6, aber nicht A? und A 8. 

3. Beispiel. M’ bestehe aus dem M des 2. Beispiels und einem weiteren Element 
b, für das immer b < a, gilt. (Es ist also stets b < Ay.) 

In diesem Falle gelten A2, A3, A4, A 5, aber nicht A 6, A 7, A 8. 

4. Beispiel. M’ bestehe aus dem M des 2. Beispiels und zwei weiteren Elementen 
b, c, für die 5 Zceundb£ &, 6 < c für alle n gilt. 

In diesem Falle gelten A2, A 3, A 4, aber nicht A5, A6, A 7, A 8. 

5. Beispiel. M bestehe aus Elementen a, wo o alle reellen Zahlen durchläuft. 


. ı . 
Es sei a,<.a, wenn e< oe ist. 
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In diesem Falle gelten A2 und A 6, letzteres deshalb, weil nie a, < a, und nie 
a,<a,gilt. A3, A4,A5, A7, A 8 gelten nicht. 

6. Beispiel. M’ bestehe aus dem M des 5. Beispiels und einem weiteren Element b, 
für" das immer b <a, gilt. 

In diesem Falle gilt A 2, aber keins der Endlichkeitsaxiome A 3, A4, A5, A 6, 
A7T,AS. 

7. Beispiel. M bestehe aus den (je abzählbar vielen) Elementen a,, a,, . . .; b,, Day --; 
€, €, . . . und einem weiteren Element d. Die Relationen werden erzeugt durch a, ,, > a,, 
barı £ Ds Enrı Z Cm An Can Z dm Ay4ı Cm durı Cm AL amd bu („Die Re- 
lationen werden erzeugt‘ heißt, sie werden so definiert, daß A 2 gilt und daß die hin- 
geschriebenen Relationen gelten. Durch diese Vorschrift sind im vorliegenden Falle 
sämtliche Relationen zwischen den Elementen eindeutig festlegbar.) 

In diesem Falle gelten A 2 und A 3, aber nicht A4, A5, A6,A7,A 8. 

8. Beispiel. M bestehe aus den abzählbar vielen Elementen a,, a,, ... 

f(n) bedeute < fürn =1 (mod 4), 

f(n) bedeute < für n =2 (mod 4), 

f(n) bedeute > für n =3 (mod 4), 

f(n) bedeute = fürn =0 (mod 4). 
Es sei a, f(n) a, für n<m. 

In diesem Falle gelten A2, A 3, A 6, aber nicht A4, A5, A7,A8. Es gibt nur 
endlich viele Endelemente, nämlich a,, a3, @;, a,. Zur näheren Begründung dieser Be- 
hauptungen sei bemerkt, daß sich beweisen läßt: Wenn g(n) wie folgt erklärt ist: 

g(n) bedeute < für n =1 (mod 4), 
g(n) bedeute < fürn =2 (mod 4), 
g(n) bedeute > für n =3 (mod 4), 
g(n) bedeute > fürn =0 (mod 4), 
so sind die a, € M, die mit einem festen a„e Min einer g-Relation stehen, genau die 


folgenden: 
An g(n) d,+1 
an g(n) A,+33 
An g(n) A,+4 


an g(n +1) a,_, falls n> 1, 
An g(n + 2) a,_, falls n> A, 
An g(n +3) a,_,, falls n > 3. 





Fig. 2. Pfeilfigur zum 8. Beispiel. 
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Zur Veranschaulichung von zweifach geordneten Mengen oder von Teilmengen 
derselben werden wir gelegentlich Pfeilfiguren (z. B. Fig. 2) benutzen, wobei die Punkte 
den Elementen der Menge entsprechen. An Verbindungslinien zwischen diesen Punkten 
werden die Relationen angeschrieben, die zwischen den entsprechenden Elementen be- 
stehen; dabei verwenden wir grundsätzlich nur solche Relationen, bei denen die Zahl 
(1 oder 2) über dem Zeichen (<, < usw.) steht. Wir verabreden ferner, daß in einer 
Pfeilfigur unbekannte oder nicht interessierende Relationen sowie solche Relationen, 
die aus den angeschriebenen vermöge der Transitivität (A 2) folgen, wegbleiben dürfen 
(z.B. in Fig. 2 ist a, <q, wegen a,<a, < 4,). 

9. Beispiel. M bestehe aus den Zahlen eines reell-quadratischen algebraischen 
Zahlkörpers. Die Relationen < und < definieren wir auf dem Wege über Al und D3, 
indem wir < und < als die beiden Anordnungen dieses Körpers erklären. (Die a e M 


mit a > 0 sind also z. B. genau die total positiven Zahlen.) 

In diesem Falle gelten wie im 5. Beispiel A®2 und A 6, aber nicht A3, A4, A 5, 
AT,AS8. 

10. Beispiel. Wie 9. Beispiel, nur beschränke man sich auf die ganzen algebraischen 
Zahlen. 

In diesem Falle gelten wie im 3. Beispiel A2, A3, A4, A 5, aber nicht A 6, A 7, 
AB. 

Wir untersuchen noch, wie sich die für M gültigen „Endlichkeitsaxiome“ auf die 
Mächtigkeit von M auswirken. A 7 und A 8 bedeuten Endlichkeit. Da die übrigen End- 
lichkeitsaxiome schwächer sind, kann aus ihnen bestenfalls folgen, daß M höchstens 
abzählbar ist. Aus A 6 allein kann man, wie das 5. Beispiel zeigt, sicher nicht diese 
Folgerung ziehen. 

S17 (A2, A4 oder A2, A3, A6). M ist höchstens abzählbar. 

Beweis. a sei ein festes Element aus M. Die eventuell vorhandenen z eM mit 
a< x lassen sich nach $5 mit Hilfe der Relation < ordnen. Gilt A 4, so läßt sich 
zwischen je zwei festen derartigen ı eine <-Kette solcher x herstellen, die sich nicht 
mehr durch Einschalten weiterer x verfeinern läßt (sonst gäbe es zwischen den beiden 
festen x beliebig lange <-Ketten). Daraus folgt: Sämtliche derartigen x lassen sich in 
einer einzigen <-Kette anordnen. (In $S 27 wird das noch verschärft werden.) Es gibt 
also höchstens abzählbar viele x € M mit a<x. Dieselbe Aussage gilt erst recht, 
wenn A 6 vorausgesetzt war. Zu jedem x mit a< x gibt es wieder höchstens abzähl- 
bar viele y mit x< y u.8.f. Aus $S8 bzw. A 3 und der Tatsache, daß die Vereinigungs- 
menge höchstens abzählbar vieler höchstens abzählbarer Mengen wieder höchstens ab- 
zählbar ist, folgt nun, daß es in M höchstens abzählbar viele z mit a < z gibt. Ebenso 
gibt es nur je höchstens abzählbar viele z mit aXz,a>z,a®>z. Wegen A 2 ist mit 
dieser Feststellung alles bewiesen. 

Ob auch schon aus A 2, A 3 allein folgt, daß M höchstens abzählbar ist, bleibt hier 
offen; ich besitze kein Gegenbeispiel. Umgekehrt folgt aus der Abzählbarkeit von M 
nicht einmal die Gültigkeit eines der beiden schwächsten Endlichkeitsaxiome A 3 oder 
A 6, wie man etwa erkennt, wenn man im 6. Beispiel nur rationale o zuläßt. 
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$ 2. Aufbau vom Kleinen her. 


Es soll nun eine Konstruktion einer im Sinne von $ 1 zweifach geordneten Menge 


IM gegeben werden unter alleiniger Benutzung der Relationen & und &. Wir werden 
für diese Relationen hier gewisse Axiome A 9 bis A 14 fordern, dann ohne Benutzung 


von $ 1 die Relationen < und < definieren und dafür die Gültigkeit von A2 und A4 
beweisen. (Zur vorläufigen Orientierung über die Bedeutung dieser Untersuchung für 
die Zerlegungen eines Rechtecks in endlich viele Rechtecke sei auf das Beispiel in der 
Einleitung verwiesen.) Wir werden ferner sehen, daß die in diesem Paragraphen zum 


Aufbau von M benutzten Relationen & und & nachträglich wieder genau durch 
D6 bestimmt werden. Schließlich werden wir zeigen, daß umgekehrt bei Zugrunde- 
legung von A 2, A4 und D 6 die Axiome A 9 bis A 14 sämtlich bewiesen werden können. 


A9. M sei eine nichtleere Menge von Elementen a,b,... Zwischen irgend zwei 
Elementen a, be M kann eine (oder mehrere; das erweist sich später bei Hinzunahme 


der weiteren Axiome als unmöglich) der Relationen a<b, a<b, b<a, b<a be- 
stehen. a>b heißt b<a,a>b heißt b<a. a = b heißt wieder Identität von a 
und b. Ist a +, so gibt es mindestens eine von a nach 5b führende endliche Reihe von 
Relationen 

(2) a*0,*Ady*...*QA,_,%*b, 
wobei * jedesmal eine der Relationen <, <&, >, > bedeutet (aber nicht notwendig 
an jeder Stelle. von (2) dasselbe bedeutet). 

Den Begriff Kette erklären wir wie in D?. 

A 10. Wenn es &-Ketten von a nach b gibt, so gibt es eine nur von a und 5b 
abhängige endliche obere Schranke für die Anzahl ihrer Elemente. Für &-Ketten 
gilt Entsprechendes. 

Zur bequemeren Formulierung der folgenden Axiome fügen wir gleich hier zwei 
Definitionen an: 

D9 (A 9). a<b heiße: Es gibt eine endliche <-Kette von a nach b. ab 
heiße: Es gibt eine endliche <-Kette von a nach b. (Im Sinne dieser Definition soll 
in einer <-Kette mindestens einmal die Relation & wirklich vorkommen; ein 
einzelnes Element wird noch nicht als Kette bezeichnet; ebenso für <.) a > b heißt 
b <a, oder, was dasselbe ist, es gibt eine endliche >-Kette von a nach b. a > bent- 
sprechend ebenso. a < b usw. sind wie in D5 erklärt. 

Es sei nochmals betont, daß im folgenden <,<,>,> immer im Sinne von D$9 zu 
verstehen sind; der Zusammenhang mit $ 1 kommt erst später. 

D 10 (A 9, A 10). Ist ,<a,undist <a, << ---<a, ‚<a, die (nach 
A 10 existierende) längste <-Kette von a nach b, so werde L(a, % a,) = n gesetzt. 
(L ist als Funktion der drei Argumente a,, ER a, aufzufassen.) L(a, < a„) ist auf ent- 
sprechende Weise definiert. 

In D11 wird diese Definition erweitert werden; L(a, < 4,) bzw. L(a, < a„) werden 
danach genau dann definiert sein, wenn a, < an bzw. a, < a gilt. 

All (A9, A10, D10). Ist a <&b, so ist Ka<b) =1. Ist a&b, so ist 
Lab) =1. 
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Die nun folgenden Axiome A 12, A13, A 14 sollen wieder die Symmetrien auf- 
weisen, die A2 bis A 8 hinsichtlich der Relationen <, < hatten und die A9 bis A 11 
hinsichtlich der Relationen &; & hatten. Welche Symmetrien gemeint sind, wurde 
bei A2 erklärt. Ich werde jedoch A 12, A 13 und A 14 der Kürze halber nur in einem 
Spezialfall formulieren; die übrigen Fälle ergeben sich (wie bei den vorhergehenden 
Sätzen) aus dem Spezialfall durch die Symmetrieforderung'). 


e ! d 

2 2 

e b 
Fig. 3. Zu A 14. 


A182. Ist a<b und a<e, so ist b = c, oder es gibt eine endliche <&- oder >- 
Kette von b nach c, deren sämtliche Elemente b, der Relation «a < b, genügen. 

A13. Ist e<b und b<d und gibt es kein c mit ce<b und e<d, so ist e<.d. 

A14 Aus c<b, e<b, b<d, c<d, c<e folgt e<d (vgl. Fig. 3). 

818 (D9). Aus a<b, b<c folgt a< ce: 

Beweis. Klar. 

S19 (A10). Für kein a ist a <a. 

Beweis. Wäre a&---< a die längste <-Kette von a nach a, so wäre im 
Widerspruch dazu die durch Wiederholung entstehende Kette a<& ---<a<&---<& a noch 
länger. 

L(a <a) und L(a< a) sind also bisher nicht definiert. Wir setzen fest: 

D1. La < a) == (0); L(aX a)=0. 

S20 (A10). Ist a < e< b, so ist L(a < c) < L(a < b). 


Beweis. Im Falle a= c ist alles klar. Im Falle a<c ist L(a <b) wegen $ 18 
definiert, und man kann die längste <-Kette von a nach c zu einer &-Kette von 
a nach b ergänzen, womit eine untere Abschätzung für die längste Kette von a nach b 
gegeben ist. 

S21 (A9 bis A14). Die durch D9 eingeführten Relationen <, < genügen A2. 

Beweis. Ein kleiner Teil dieser Behauptungen ist bereits in $S 18 und $ 19 erledigt. 
Es ist vor allem noch zu zeigen, daß für a +b mindestens eine der Relationen a < b, 
a<b,a>b,a*> bgilt. Der Übersichtlichkeit halber verteilen wir die noch ausstehenden 
Behauptungen nebst einigen Zusätzen auf vier Sätze: 

S2la. Ist a<b<e, so ist ac. 


S21b. Für jedes n Z0 güt: Ist a < b> c und L(a < b) <n, so besteht zwischen a 
und c mindestens eine der Relationen a=c,a<c,a < c,a>c,a>c. Güt dabei keine der 





*) Ich verwende bei Axiomen diese abgekürzte Schreibweise nur in diesem $ 2. 
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drei Möglichkeiten a=c, a <o,a> c, sondern (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) 
a c, so gibt es ein e mü aZe<b und ec. 

821e. Für jedesn>0 gilt: It a<b*d und KaXb)<n, so ist ald oder 
a < d. 

S21d. Zwischen je zwei Elementen a, b € M gilt höchstens eine der Relationen a = b, 
a<b,a<b,a>b,a>b. 








ec 
Fig. 4. Zum Beweis von S 21b. 


Wenn $21a bis S21d bewiesen sind, so ist damit auch $ 21 bewiesen, wie ein 
Induktionsschluß über die Länge n der Relationenreihe (2) in A 9 ergibt. Denn wenn 
in (2) bereits bekannt ist, daß zwischen a und a,_, eine der fünf Relationen (1), also ohne 


Beschränkung der Allgemeinheit etwa die Relation a < @,-.), besteht, so gestattet ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit einer der Sätze S21a, S21b, S21e, auch zwischen 
(in der Bezeichnung von (2)) a und b eine Relation herzustellen; $21d sichert die Ein- 
deutigkeit. 


Beweis von S®?la. Klar. 

Der Beweis von 821b und $ 21e erfolgt durch gemeinsame Induktion. 

Beweis von S21b. Der Falln = ist klar. Sein > O und $2le fürn — 1 bereits 
bewiesen. Sei also a2 b> c (Fig. 4.). Nach D 9 gibt es eine,mit aXe,&b. Nach 
A 12 ist entweder e, = c, dann ist a < c und wir sind fertig; oder es gibt nach A 12 eine 
endliche &- oder $-Kette von e, nach c, für deren sämtliche Elemente e, e, <b 
gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit si <a, <.-<ea,=ec und 
e,< b(e=1,2,...r). Nach 820 ist La < e,) < La < b). Auf a < u<e 
können wir also die Induktionsvoraussetzung anwenden; folglich ist entweder a <e, 
oder a2 e. Ist a < &,, 80 ist wegen a < I <b und $20 auch La < &) < L(a < b), 
und man kann weiter schließen: Entweder ist a <e, oder a < e, usf. Entweder ist 
also für alle e, a<e,, dann ist a<e,= c; oder es wird einmal a £ e. Dae, < c ist, 
ist dann a< c. In diesem Falle erfüllt e = e, die Bedingungen a < e<b und e<e. 


Beweis von 82le. Der Falln =Pist klar. Sein >0,alsoa<b< d, und sei 
S21b für n bewiesen und S21e für n— 1 bewiesen. Wir unterscheiden zwei Fälle: 


I. Es gibt ein e mit c<bundc<d. Nach Induktionsvoraussetzung über 
S21b, angewandt auf a <b> c, ist entweder 


19° 
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x) a < c. Dann ist wegen a < ce<b nach 8% L(a <o < La <.b). Nach 


Induktionsvoraussetzung über $S 2le ist wegen a<c <d entweder a<d oder a£ d, 
und wir sind fertig. 


Oder es ist 
ß) ac. Dann ist a c<d, also a <.d. 
Oder 


y) a Sc. Das tritt nicht ein, sonst wäre c <az b, was nach A 11 ein Wider- 
spruch zu c<b ist. 

Oder 

ö) a=c. Wir dürfen dann annehmen, daß nicht gleichzeitig auch a < c oder 


a>c ist, weil wir sonst nach «) oder y) verfahren könnten. Nach dem nach Induktions- 
voraussetzung anwendbaren $21b (wobei gegenüber der oben formulierten Fassung 


dieses Satzes die Relationen 2 und > zu vertauschen sind) gibt es also ein e mit 
a <e& b,e > c. Ferner hatten wir c<b,b<&d,c<d. Nach A 14 ist danne<d, 
also azetd,atd. 

II. Es gibt kein ce mit c<b und c&d. Wegen a<b gibt es nach D9 ein 
e mit aze<b. Es war ferner b<&d. Nach A 13 ist dann e< d, also a< e< d, 
a<d. 

Beweis von 8 21d. Daß a = b mit jeder der Relationen a<b, a£Zb,a=b,aQb 
unverträglich ist, wurde schon in $19 gezeigt. Daß a <b und asb unverträglich 
sind, folgt aus 8 18 und 819, denn aus a<b<afolgea <a. DaßBa<bunda*b 
unverträglich sind, folgt induktiv so: Wäre einmal a<b< a, so wähle man ein solches 
Paar a, b, für das dies gilt und L(b < a) möglichst klein ist. Es gibt nach D9 ein d mit 
a<b< dZa. Nach 8 2le ist entweder a<dodera<d. Ausad < a folgte im 
Falle d=aa<a; das ist nach $ 19 unmöglich. Im Falle a <d< a wäre nach $ 20 
L(d < a) < L(b < a) gegen die Minimalfestsetzung. Wäre schließlich a <d, so folgte 
aus d < a jetzt a< a, was wieder 819 widerspricht. 

S22 (A10, All). Die Relation a< b liegt genau in dem in D 6 gekennzeichneten 
Fall vor. 

Beweis. Ist a&b im Sinne von A 9, soist a<b. Gäbe eseincmita<c<b, so 
wäre L(a < b) > L(a < c) + Le < b) = 2, was All widerspricht. Ist umgekehrt a <b 
und gibt es kein c mit a<c<b, so ist wegen D9 L(a < b) =1 und folglich nach D 10 
im Sinne von A9 a<b. 

S23 (A10, All). Es gilt A4.' 

Beweis. A4 ist offenbar (bei Voraussetzung von A 2, D6) äquivalent mit: „Ist 
a<b, so gibt es eine &-Kette von a nach 5, und für die Elementeanzahlen aller &- 
Ketten von a nach b gibt es eine nur von a und b abhängige endliche obere Schranke. 
Entsprechendes gilt im Falle a < b“. In dieser Form ist A4 aber (wegen 822) genau 
die Aussage von A 10. 

Wir gehen nun umgekehrt von A 2 und A4 aus und definieren & und <& 
durch D6. Wir werden zeigen, daß sich dann A 9 bis A 14 beweisen lassen. 
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S24 (A2, A4). Es gilt A9. 

Beweis. Die wesentliche Forderung von A9 war die Existenz einer endlichen 
Relationenreihe (2) zwischen je zwei voneinander verschiedenen Elementen a und b. 
Ist aber a + b, so besteht nach A 2 eine der Relationen a < b, a < b, a > b, a > b, 
und z.B. aus a<b folgt nach $ 8 sogar die Existenz einer <-Kette von a nach b. 

S25 (A2, A4). Es güt A10. 

Beweis. Wenn es <-Ketten von a nach 5 gibt, so ist nach A 2 a <b, und nach 
A4 ist die Elementeanzahl aller dieser Ketten beschränkt. 

S2%6 (A2, A4). Es güt All. 

Beweis. D6. 

S27 (A2, A4). Es gt AR. 

Vorbemerkung. Man kann die Aussage auch so formulieren: Sei a fest. Dann kann 
man alle ze M mit a<x (falls es welche gibt) in einer (evtl. unendlichen) <-Kette 
anordnen. (Ich bezeichne das später als eine „<-Kette mit Nebenbedingung“; die 
„Nebenbedingung‘“ ist dabei a< x.) 


Beweis. Sei a&bunda<&c. Nach $5 ist 5b = ec oder bc oder b > c. Ist 
b = c,so sind wir fertig. Sei also ohne Beschränkung der Allgemeinheit b < c. Istb<e, 
so sind wir wieder fertig. Anderenfalls gibt es ein d mit b2d<c. Wegen a <b<d 
und S2ist a<dodera<d. Wegen aZc-dista<Zdoder a>d. Also ist a<d 
Nach 8 8 gibt es eine <-Kette von a nach d, also insbesondere ein e mit a<e < d. 
Au b<Id > e folgt b <eoderb* e, nach $ 5 (angewandt auf a<b, a<e) also 
b<e. Ebenso schließt man e<c. Es hat sich also ergeben: Kann man zwischen b 
und c ein d mit b<d<c einfügen, so auch ein e mit 5 Ze<Zc,a<e. Ist nun 
b<e< c, so sind wir wieder fertig. Ist aber z. B. nicht b< e, so kann man 
wieder ein e’ mit b<e'<e<cunda< e’ finden usf. Wegen A 4 kann man aber 
nicht beliebig lange <-Ketten von b nach c legen; man muß also einmal zu einer <- 
Kette b< b, < << ur < c von b nach c gelangen, wo immer a<b, ist. 

Zusatz. Setzt man A2, A7 statt A2, A4 voraus, so kann man nach ungefähr 
derselben Methode beweisen: Die <-Endelemente lassen sich in einer (nach S15 end- 
lichen) <-Kette anordnen. 

S28 (A2, A4). Es güt A13. 

Beweis. Sei e<b<d. Daraus folgt eZd oder ed. Iste<d, so gibt es 
nach S8 ein a mit eZaktd. Wegen a>e&ib ist a Sb oder ab. a>b ist 
ein Widerspruch zu a<d, b<&d. Also ist a<b. Nach 827 (mit den Voraus- 
setzungen a<&d, b<d, a< b anzuwenden) gibt es dann ein c mit a<c&b 
und c< d. 

S29 (A2). Es güt A1A. 

Beweis. Seie<b,b< d,c<&d,c<e. Au e<b<d folgt e< d oder e <d. 
ed gäbe c Le d, was c <d widerspricht. Also ist e <d. (Manche der bei A 14 


gemachten Voraussetzungen brauchten wir hier gar nicht; sie sind aber für eine spätere 
Verifikation von A 14 bei der Anwendung auf endliche Rechteckszerlegungen bequem.) 
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& 3. Das Zerlegungsaxiom. 


Für die Anwendung auf Rechteckszerlegungen werden (vgl. das Beispiel in der 
Einleitung) diejenigen Mengen M besondere Bedeutung haben, in denen das folgende 
Zerlegungsaxiom gilt: 

Alb. Ita<b,c < b,e< d, so ist a & d. (Daraus wird später (8 39) bei 
Voraussetzung von A 2, A 3 folgen: Ist a < b, c < b, ec < d; so ist a <d. Die bisherige 
Symmetrie des Axiomensystems bleibt also von selbst gewahrt. Die bei A 12, A 13, 
A 14 angewandte abgekürzte Formulierung verwenden wir hier nicht mehr.) 

Wir überzeugen uns zunächst durch ein Beispiel, daß A 15 auch aus den stärksten 
bisherigen Axiomen, etwa A®2 und A 8, nicht folgt. 

11. Beispiel. M bestehe aus vier Elementen a, b, c, d mit folgenden Relationen: 


1 2 
a<b, a<e, 
e<b, ad, 
c<d, b<d. 


Damit sind A2 und A8 erfüllt. Es ist ferner 
a< b, a < c, 
< b, a < d, 
c&d, b < d; 
A 15 ist also nicht erfüllt. 

Zunächst wollen wir A 15 noch nicht voraussetzen und untersuchen, was für Rela- 
tionen zwischen a und d überhaupt aus a<b,c<b,c&d folgen können. Wir legen 
dabei A2 und A3 zugrunde. 

Sei also a<& b,c<b,c<d. Nach 85 folgt daraus, daß zwischen a und c sowie 
zwischen b und d je eine der Relationen =, <, S besteht. Ist a=c oderb=d, so ist 
a< d. Nach Ausschließen dieses uninteressanten Falles bleiben ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit noch zwei Fälle zu behandeln: 

I. Es ist ac und b>d; 

II. Es ist aXc und b<d. 

S30 (A2) Ita<b,c<b,c<d,a<c,b>d,soista<d. 

Vorbemerkung. Die Voraussetzungen werden nicht voll ausgenutzt. 

Beweis. Aus a » b Ss d folgt nach S?2 a < d oder a S d, aus a < c h d ebenso 
a<d oder ad. Also ist a <d. 

Dabei kann a <.d, also A 15 erfüllt sein. Ist dieses nicht der Fall, so gibt es 
ein a’ mit a<a’<d. Dann gilt 

S31 (A2). Ista<b,c&d, aic,b>d,aZa'Zd, so ist a <bunda'<c. 

Beweis. Aus a’ Z<d<b folgt a’ <boder ab. a’<b ergäbe a <a'<bin 
Widerspruch zu a<b. Also ist a’ <b. Ebenso schließt man a’< c. 

332 (A2, AB). Ist a<b,c<b,c<&d,a<c, b>d, aber nicht a<&d, so gibt es 
ein Elementequadrupel a’, b’, c', d’ mit a <b’, ce’ <b’, ce <d',a’<c',b’<d’ und nicht 
a’&d'. (D.h. also: Wenn es ein Beispiel der Nichterfüllung von A 15 gibt, bei dem Fall ] 
vorliegt, so gibt es auch ein solches, bei dem Fall II vorliegt.) 
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Beweis (vgl. Fig. 5). Man wähle in $ 31 das Element a’ speziell so, daß a za <d 
ist (wegen A 3, angewandt auf a <.d, ist das möglich), und setze darin ferner b’ = d, 
‘=o.d=b. 








Fig. 5. Zum Beweis von $ 32. Fig. 6. ZuS35 n=4 m=3). 


Wir betrachten nun Fall II. 

S33 (A2). Ista<b,ce<b,c<d,a”c, bId, so ist entweder a<d (also Alb 
erfüllt), oder es isi a <d. 

Beweis. Wegen a<b<d ist entweder a<d oder a <d. Gäbe es ein a’ mit 
a<a’<d, so wäre wegen a >a-c entweder a’> c oder ac. a’>c ergäbe 
c<a’<d in Widerspruch zu c&d. Also müßte a’<c sein. Ebenso müßteb< a’ 
sein. Aber b a’< c widerspricht 5 > c. 

Die nachstehende feinere Untersuchung von Fall II, Unterfall az d, für die wir alsbald A 2, A 4 


voraussetzen werden, wird im folgenden nicht gebraucht und kann übergangen werden. Man nehme dann 
nur den Wortlaut von 839 (und später dessen zweiten Beweis am Ende des Paragraphen) zur Kenntnis und lese 


bei der Einführung von A 16 weiter. 

Wir betrachten zunächst (als Seitenstück zu $S88) einen Spezialfall. 

SBA(A2). Awazbe<beida<nb<daldfigazd. 

Vorbemerkung. Die Voraussetzungen a< b, e<&d lassen sich hier durch die schwächeren a < b, e < d 
ersetzen. 


Beweis. Angenommen, es gäbe ein e mit a < e z d. Dann wäre ce < d 3 e, also c < e oder e 2 e. Letzteres 
ergäbe a < e < cim Widerspruch zu a & ec. Es müßte also e x e sein; ebenso e < b. Aber e < e < b wider- 
spricht e < b. 

Nun zum allgemeinen Fall. 

385 (AB, AM. Sim<b,e<b,e<&d,mZe,bLd,a,<d,. Dann lassen sich a,, Gy ..., Gy; 
dr Ay ..., Ann >1, m > 1) 0 angeben, daß a, < b, <a, v=1,..,.n;u=1,..M), .%0,%...<a, < c, 
b2dn&:-Sin<dh, an <&d, ist (vel. Fig. 6). 

Vorbemerkung. Die Voraussetzungen a, < b, e < d, lassen sich hier wieder durch die schwächeren 
4, < b,e < d, ersetzen, wenn man auch in der Behauptung a, < b,e < d, durch das schwächere a, < b,e x d, 
ersetzt. Man kommt dann mit A 2, A 8 statt A 2, A 4 aus. (Der Beweis ist dabei etwas anders zu führen; man zeigt, 
daß dann bei passender Bezeichnung der Elemente jede <&-Kette a, < Q, < ... < a, < An < ... < d, < d, 
das Verlangte leistet.) 

Beweis. Entweder ist a, & d,, dann ist man fertig. Wir nehmen daher an, es gäbe ein e mit a, < e x d.. 
Aus b > a, < e folgt b 5 e oder b < e. Ebenso folgt e > e oder e < e. Hiervon sind die Zusammenstellungen 
bS>eS cundbe< c unmöglich, da beide b 3 c widersprechen. Es ist asob>e<e oderb2e\c. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit gelte das erstere. 
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Wegen A 4 und a, < b, e< b,a, R, ce gibt es nach S 27 eine <-Kette mit Nebenbedingung von a, nach e, 
2 


insbesondere also ein a,, für das a, < %<cunda, < bgilt. a,= c gäbe a, x el eı= A,, was a, < a, wider- 


N 


spricht. Also ist a, ” e. Wiruntersuchen die möglichen Relationen zwischen a,unde. @, < eergäbe a, * e < bin 


2 
Widerspruch zu a, < b. e < a, ergäbe a, x e x a, in Widerspruch zu a, & @,. Also ist entweder a, < e oder 
1 2 2 . = 


4 —e 9<e ergibt ,<e x d,, also a, < d,- @ S e ergibt a, „2 e< d,, also a, 5 d, oder a, < dı: @% 5 d, 
ergäbe b > S d, in Widerspruch zu b x d,. Also ist auf jeden Fall 4, < d.- 

Entweder ist nun a, & d,, dann ist man wieder fertig, oder es ist ebenso möglich, ein weiteres a, oder d, 
einzuschieben usf. Das läßt sich aber nicht unendlich oft wiederholen, da es nach A4 weder zwischen a, und e noch 
zwischen b und d, beliebig lange <-Ketten gibt. Man gelangt deshalb nach endlich vielen Schritten zur Behauptung. 


885 besagt insbesondere, daß man von einem Quadrupel a,, b, c, d,, das den Voraussetzungen dieses Satzes 
genügt, zu einem solchen Quadrupel a,, b, c, d,, gelangen kann, das resp. denselben Voraussetzungen (insbesondere 


Nichterfüllung von A 15) genügt und bei dem außerdem noch a, < m ist. Wir verfolgen diesen Fall weiter. 











Fig. 7. Zu S37(r=2, s=3). 


336 (AL, AA. Siazb,a<d, a&d, ac, bh Id, a&d. Dann lassen sich Elemente 
b(e=1,...r;r>1) so bestimmen, daß 

(8) ad, h<b&ı<br<d 
und a < b, ist. 

Beweis. (3) läßt sich nach S27 erfüllen. a < b, ist eine Folge von (3) und den übrigen Voraussetzungen. 
Für o=1ist dasklar. Isto > 1, so folgt aus a < b, & < b,& < b,, @ < „bi < b, nach 838 entweder a < b, 
oder a < b,. Letzteres ist aber unmöglich, da a < b, R d ein Widerspruch zu a < d ist. 

837(A2,A4). Beiden Bezeichnungen und Voraussetzungen von 836 lassen sich ferner Elemente c, (0 = 1,...,8; 
s >11) so bestimmen, daß c, < b, unde,< d und a< ER & ... < 6, ist (vgl. Fig. 7). 

Beweis. Man wende 836, wie oben auf das Intervall b, x d, nunmehr (unter Vertauschung von x mit > 
und von x mit $) auch noch auf das Intervall a < ec, an. 

Mit 837 sind wir zu einem Quadrupel a, b,, c,, dmit a < b,,6; < b,, Cs < d,a < Cy, @ < d,b, < d (das sind 
gerade die Relationen des 11. Beispiels) gelangt. 

Wir fassen das bisherige Ergebnis dieses Paragraphen so zusammen: 

888 (A2,A4). Wenn es in einer Menge IM, die A2 und A 4 erfüllt, ein Elementequadrupel gibt, das A 15 nicht 
erfüllt, so gibt es in M auch ein Elementequadrupel a, b,e,d mita&b,e<b,e<d,a&ec,a&d,b<d oder mit 
a<b, e<b, e<d, a>t, a>d, b>d. 

Die zweite Möglichkeit müssen wir hier deshalb berücksichtigen, weil wir uns im Anfange dieses Paragraphen 


ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf die Betrachtung der Fälle I und II beschränkt hatten; hier müssen wir 
aber auch den Fall 


I’. EsistaS cundb\Id 
in Betracht ziehen. B 

In A 15 erscheint die Relation < vor < bevorzugt. Die bereits bei A 15 gemachte Ankündigung, daß 
diese scheinbare Asymmetrie bei Hinzunahme von A 2, A 4 tatsächlich nicht besteht, läßt sich jetzt beweisen; in 
der Tat folgt aus 887: 








EEEEEEEERHEEEEEEEE 











Stöhr, Über zweifach geordnete Mengen und Zerlegungen in Rechiecke. 1. 153 


S39(A2,A4,A15). Aus A 15 folgt: Ita<b,c<b,c<&d,soista<d. 

Erster Beweis. Die zur Ableitung von 888 verwendeten Axiome A 2 und A 4 enthielten keine Bevorzugung 
der Relation < vor der Relation 2. Vertauscht man in 888 die Relationen < und x, so sagt der Satz aus: Gibt 
es in M Elemente a, b, c, d, für die die Aussage: „Ist a < b,e < b,e < d, so” ist auch a < d“‘ falsch ist, so gibt 
es auch ein Beispiel für die Nichterfüllung von A 15. 

Ein weiterer Beweis (unter schwächeren Voraussetzungen) wird im Anschluß an 844 gegeben werden. 


Es liegt an der besonderen Fassung von A 15, daß ihm zur wirksamen Anwendung 
eines der Endlichkeitsaxiome, etwa A 3, zur Seite treten muß. Ist nämlich z. B. die Rela- 
tion a <& b für kein Elementepaar a, b erfüllt, so sagt A 15 überhaupt nichts aus. Dies 
ist anders bei 


























ce P- d a 2 b 
1 2 1 1 
2Y e v> 2Y e y2 
2 1 1 2 
7 I 
de 
7) < b c ur d 


Fig. 8. Erster (links) und zweiter (rechts) Teil von A 16. 


A16 (vgl. Fig.8). Ist a<b, c<b, c<d, a<c, a<d, b<d, so gibt es in M 
ein e mit cZe<b,aze<d. Ista<b,c<b,c<d,a>c,a>d,b*d, so gibt 
es inMein emit ceZe<b,a>er>d. 

Es wird sich herausstellen, daß aus A 2 und A 16 auch ohne irgendein Endlichkeits- 
axiom A 15 folgt; umgekehrt folgt A16 aus A2, A3 und A 15. 

S40 (A2, Al6). Aus A16 folgt A 1b. 

Beweis. Ist a < b,c < b, c < d, so können wir uns wieder auf die Behandlung der 
Fälle 

I. ac und b>d, 

II. ac und b<d 
beschränken. Liegt Fall I vor, so ist nach S30 a <d. Ist nicht a< d, gibt es also 
ein a’ mit a<a’<d, so gelten nach 831 die Relationen a’ <bunda’ Ze. Aus A 16 
(angewandt auf a’, d, c, b) folgt nun die Existenz eines e mit c <e< d, was c<d 
widerspricht. Liegt Fall II vor und ist entgegen der Behauptung nicht a <d, so ist 
nach S33 a < d. Aus A16 folgt dann die Existenz eines e mit c < e < b, was c <b 
widerspricht. (Um A 3 zu vermeiden, wurde die durch $32 gegebene Reduktion von 
Fall I auf Fall II nicht benutzt.) 

Um umgekehrt A 16 aus A 15 abzuleiten, benötigen wir drei Hilfssätze. 

SA (A2) Seia<a,<::-<a, eine <-Kette (die auch nach einer oder beiden 
Seiten unendlich sein dürfte, was wir aber hier nicht brauchen), c ein einzelnes Element. 
Dann liegt genau einer der folgenden fünf Fälle vor: 

1. Für alle a, der Kette ist a, < c, 

2. Für alle a, der Kette 'ist a, S e, 

3. Für mindestens ein a, der Kette ist a, x e 

4. Für mindestens ein a, der Kette ist a, > c, 


5. Für genau ein a, der Kette ist a, = ec. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 3. 
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Beweis. Daß mindestens einer dieser Fälle vorliegen muß, erkennt man so: Man 
ersetze 5. zunächst durch 

5a. Für mindestens ein a, der Kette ist a, = c 
und füge hinzu: 

6. Für einige a, (mindestens für eins) ist a, < c und für einige a, (mindestens für 
eins) ist a, > c, aber für kein a, ist a, < e oder a, > c oder a, = c. 

Daß dann mindestens einer der Fälle 1.,2.,3.,4., 5a., 6. vorliegt, folgt unmittelbar aus 
A%. Liegt 5a. vor, so liegt auch 5. vor, denn die Elemente einer Kette sind paarweise 
verschieden. 6. tritt nie ein. Denn sonst gäbe es in der Kette auch zwei benachbarte 
Elemente a, und a, (also a, < a, oder a, < a,) mit a, 2 eund a, s c, was der zwischen 
a, und a, bestehenden <-Relation widersprechen würde. 

Daß höchstens einer der fünf Fälle vorliegt, erkennt man so: Daß 1. und 2. mit- 
einander sowie mit jedem der Fälle 3., 4., 5. unverträglich sind, ist klar. Ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit ist also noch die Unverträglichkeit von 3. mit 4. oder 5. zu zeigen. 
In der Tat, wäre a, <e und a, > c, so folgte a, < a,,, welche Relation zwischen Ele- 
menten einer <-Kette nicht bestehen kann. 

S42(A2,A3). Ista < b,c < b,c < d, aber nicht a < d, so gibt es ein Quadrupel 
a’, b, c, d’, für das A15 nicht erfüllt ist. 

Beweis. Nach A 3 gibt es ein a’ mit a < a’<b und ein d’ mit c&d’ < d. 
Dann ist jedenfalls nicht a’<d’, denn a < a'<.d’ < d ergäbe a < .d. 

S43 (A2, AB). Itazb,c<b,c<d,a<c,a2d,b<d, ist ferner 

a=1<a,<..<a,=d 
eine (nach A 3 sicher vorhandene) <-Kette von a nach d.c=t ur <cn—b eine <-Kette 
von c nach b, so ist entweder ein a, gleich einem c,, oder es gibt ein Elementequadrupel, das 
Alb nicht erfüllt. 

Beweis. Es sei kein a, gleich einem c,. Wir stellen für jedes einzelne der Elemente 
65 € + +,°C7 fest, welcher der Fälle 1. bis 5. von $ 41 in bezug auf die Kette 
a, < MR FERERT vorliegt. 5. liegt nach Voraussetzung nie vor. Für kein c, ist c, < 4,, 
denn c, < a,=a Xc= c, also c, < C„, widerspricht c, > c)- Ebenso ist für kein c, 
6, > a,. Also können auch die Fälle 1. und 2. für kein c, vorliegen, d.h. für jedes c, 
liegt einer der Fälle 3. oder 4. vor. Für c, liegt wegen a, = d > c = c, Fall 4. vor, für c,„ 
entsprechend Fall3. Folglich gibt es in der Kette von c nach b zwei aufeinanderfolgende 
Elemente c,<c, +1 so daß für ce, Fall 4., für c,,., Fall 3. vorliegt. Es gibt also ein 
a, mit a,<c,,, und eina, mit c,<a,. Da a,, a, beide der <-Kette angehören, ist 
jedenfalls nicht a, < a,. Nach 842 (statt a, b, c, d ist dort resp. qa,, C,+1, %, @, zu setzen) 
gelangt man nun zu einem Quadrupel, das A 15 nicht erfüllt. 

844 (A2, A3, Alb). Aus Alb folgt A 16. 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit genügt der Beweis der ersten 
Hälfte von A 16. Ist bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen von 843 stets A 15 
erfüllt, so gibt es nach 843 ein a, = c,. Dieses ist, wie man leicht bestätigt, von a, b, c, d 
verschieden und hat folglich die Eigenschaften des in A, 16 geforderten Elements e. 

Zusatz. 8 43 enthält noch eine Verschärfung von 8 44, nämlich die Tatsache, 
daß sogar jede beliebige <-Kette von c nach b mit jeder beliebigen <-Kette von 
a nach d ein Element mit den Eigenschaften des geforderten Elements e gemein hat. 
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Aus 844 läßt sich der angekündigte zweite Beweis von 839 gewinnen, der statt 
A4 nur das schwächere A 3 benutzt. 

Zweiter Beweis von 839 (A2, A 3, A 15). Setzt man die genannten Axiome voraus, 
so gilt A 16 nach $44. Da dann die Voraussetzungen von 840 erfüllt sind und da sie 
keine Bevorzugung der Relation < vor < mehr enthalten, kann man durch $40 nicht 
nur auf A 15 zurückschließen, sondern ebenso auch auf die Aussage von 839 schließen. 

Sätze über die Einbettung zweifach geordneter Mengen in solche zweifach geord- 
neten Obermengen, in denen A 16 gilt, sollen in einer Fortsetzung folgen. 


$ 4. Eine Veranschaulichung. 


Daß in gewissen Fällen zweifach geordnete Mengen durch Zerlegungen eines Recht- 
ecks in Rechtecke veranschaulicht werden können, wurde bereits in der Einleitung an- 
gedeutet. Eine weitere Veranschaulichung (durch Pfeilfiguren) wurde in $ 1 eingeführt, 
und es wurden einige Beispiele dazu gegeben. Beiden genannten Veranschaulichungen 
ist gemeinsam, daß von denjenigen Relationen ausgegangen wird, bei denen die Zahl 
(1 oder 2) über dem Zeichen (<, < usw.) steht. 

Wir betrachten nun kurz eine Veranschaulichung, die von den (durch Al oder 
D4 eingeführten) Relationen <,< ausgeht. 

X und Q) seien zwei einfach geordnete Mengen. Jedem ae M werde ein x(a)e & 
und ein y(a) € Q) eindeutig so zugeordnet, daß aus a,bEeM,a < b die Relation x(a) < x(b) 
und aus a < b die Relation y(a) < y(b) folgt. Man beweist leicht, daß dann auch um- 
gekehrt aus x(a) < x(b) die Relation a < b und aus y(a) < y(b) die Relation a < b folgt. 
A1 drückt sich dabei so aus, daß für a, beM,a+b auch x(a) + x(b) und y(a) + y(b) 
ist. Wir stellen nun in der „(z, 4)-Ebene‘“, d.h. der Menge der Paare (x, y), ze &,ye 9, 
die ae M durch die „Punkte“ (x(a), y(a)) dar. 

Besonders betrachten wir den Fall, daß X und 9) die reellen Zahlen in der gewohnten 
Anordnung sind. Die Elemente aus M sind dann durch einige Punkte einer euklidischen 
Ebene dargestellt. 

845 (Al). Dafür, daß M sich in der angegebenen Weise durch Punkte einer eukli- 
dischen Ebene darstellen läßt, ist hinreichend, daß M höchstens abzählbar ist. 

Beweis. Eine höchstens abzählbare einfach geordnete Menge läßt sich ordnungs- 
treu auf eine Teilmenge der reellen (sogar der rationalen) Zahlen abbilden. Das wenden 
wir auf die durch die Relation < einfach geordnete Menge M und auf die durch die Rela- 


tion < einfach geordnete Menge M an. 

S46 (Al). M sei durch Punkte einer euklidischen (x, y)-Ebene dargestell. p und 
y seien eigentlich monoton wachsende Funktionen, die für die in Frage kommenden Ar- 
gumente definiert sind. Dann ergibt die Transformation x — 9(x), y— y(y) ebenfalls eine 
Darstellung von M im obigen Sinne. 

Beweis. Klar. 


S47 (Al oder A2). M sei durch Punkte einer euklidischen (x, y)-Ebene dargestellt. 
a,b, c seien Elemente aus M, und es sei entweder a <c<boder a£c£b oder a > c > b 
oder a S c S b. Dann gehört der Punkt (x(c), y(c)) der rechteckigen Fläche 

(4) (z(a) + #,(z(b) — x(a)), ya) + Palylb) — yla))) <9,<1,0<9<1) 
an. Gehört umgekehrt der Punkt (x(c), y(c)) der rechteckigen Fläche (4) an und ist a + b, so 
gütaZc<b oder a£c£bodera>c>bodraScb. 
Beweis. Man wende D4 an. 
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848 (Al oder A2). Die Mengen M, in denen A 5 gilt, sind genau die Mengen, die 
sich in der euklidischen (x, y)-Ebene durch eine Punktmenge darstellen lassen, welche im 
Endlichen keinen Häufungspunkt besitzt. 

Vorbemerkung. Wir behaupten nicht, daß dann jede Darstellung durch eine Punkt- 
menge der euklidischen (z, y)-Ebene dies leiste. i 

Beweis. I. Wenn sich M durch eine Punktmenge der euklidischen (x, y)-Ebene 
darstellen läßt, die im Endlichen keinen Häufungspunkt besitzt, so enthält für jedes 
Elementepaar a, be M die rechteckige Fläche (4) höchstens endlich viele Punkte, die 
Elemente aus M darstellen; A 5 ist also erfüllt. 

II. Alund A2 sind nach $1 und $3 äquivalent. Gilt in M außerdem noch A 5, 
so ist M nach $7 und 817 höchstens abzählbar, läßt sich also nach $45 durch Punkte 
der euklidischen (r, y)-Ebene darstellen. Durch eine eventuelle Transformation nach 
8 46 erreichen wir noch, daß die Menge der x(a) und ebenso die Menge der y(a) (ae M) 
entweder ein Maximum oder aber keine obere Schranke sowie entweder ein Minimum 
oder aber keine untere Schranke hat. Wir behaupten, daß die Menge der (z(a), y(a)) 
dann keinen Häufungspunkt im Endlichen besitzt. Wir beweisen dies indirekt. 


Sei (29, 4) ein im Endlichen liegender Häufungspunkt. Dann ist M nicht endlich. 
Eine einfache Fallunterscheidung zeigt, daß mindestens eine der vier Halbebenen x < ?,, 
X > I, Y< Yo» Y > Y% keinen Punkt (x(a), y(a)) enthalten darf, da es sonst zwei Punkte 
(x(a), y(a)) und (x(b), y(b)) so gäbe, daß die rechteckige Fläche (4) den Häufungspunkt 
(2% %) und damit!) unendlich viele Punkte unserer Punktmenge im Inneren enthielte, 
was A 5 widerspricht. Sei also etwa ohne Beschränkung der Allgemeinheit xz(a) < 2%, 
für alle ae M. Dann ist die Menge der x(a) nach oben beschränkt, erreicht also nach 
Konstruktion ein Maximum < 2, also = x,, da (7, 4) Häufungspunkt ist. Es gibt 
also ein Element aus M, das wir jetzt dauernd mit a bezeichnen, mit x(a) = x,. Wir 
unterscheiden zwei Fälle: 

&) Sei y(a) = y,. Für jedes be M mit b +a ist entweder y(b) < y, oder y(b) > %o- 
In einer gegen (z,, %) konvergierenden Punktfolge (x(b,„), y(b„)) ist entweder unendlich 
oft y(b„) < y. oder unendlich oft y(b„) > %. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
sei unendlich oft y(b„) < y. Dann wählen wir ein b mit y(b) < y, fest. Mit diesen a 
und 5 enthält jetzt die rechteckige Fläche (4) unendlich viele Punkte aus (z(b„), Y(dn)), 
was A 5 widerspricht. 


ß) Sei y(a) =+ y.. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei y(a) < y,, Dann ist 
für kein be M y(b) > y,, da sonst die rechteckige Fläche (4) fast alle Punkte einer gegen 
(20 0) konvergierenden Folge (z(b,), y(b,)) enthielte. Also sind auch die y(b) für alle 
be M nach oben beschränkt. Wie oben schließt man, daß es ein be M mit y(b) = % 
gibt. Für dieses 5 ist x(b) <x,, denn z(b)< x, galt allgemein und x(b) = 7, = ?(a) 
ergäbe a = b, y(b) = y(a) < y, gegen die Annahme. — Nun enthält die rechteckige 
Fläche (4) wieder fast alle Punkte einer gegen (2, %) konvergierenden Punktfolge (z(b»), 
y(b„)), was A 5 widerspricht. b 

Es werde noch festgestellt, welche Aussage dem Zerlegungsaxiom A 16 bei der 
Darstellung durch Punkte der euklidischen (x, y)-Ebene entspricht. Wir schreiben 
A 16 mit Hilfe von D 4 in die Relationen <, < um. 


S49 (Al oder A2). Dem ersten Teil von A 16 ist die Aussage äquivalent: Ist 
a<c<b<d, e<d<ac<b, so gibt es in M ein e mit e<e<b, d<e< a. Dem 


') Berichtigung (11. 7. 1942): Statt „... und damit ...‘“ lies „...im Inneren oder auf dem Rande und ...“. 
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b d 


c 
Fig. 9. Zum ersten Teil von A 16. Fig. 10. Zum zweiten Teil von A 16. 


zweiten Teil von A 16 ist die Aussage äquialent: Ist c<d<a<b, a<c<b<ds 
S ı ı ı 2 2 2 


so gibt es in M ein e mit d<e<a, ce<e<b. 
1 ®. 2 
Beweis. Klar. 


Fig. 9 zeigt nun den ersten Teil, Fig. 10 den zweiten Teil von A 16 in der Darstellung 
durch Punkte der euklidischen (x, y)-Ebene. Wir lassen dabei stets wie üblich die x- 
Achse nach rechts und die y-Achse nach oben zeigen. Die Hilfslinien sind Parallelen zu 
diesen Achsen. 

A16 sagt aus, daß in dem schraffierten Gebiet jeweils mindestens ein Element 
aus M liegen muß (wenn wir der Kürze halber die Punkte mit den entsprechenden Ele- 
menten aus M identifizieren). 

Fig. 9 stellt zugleich die Menge des 11. Beispiels dar; Fig. 9 und Fig. 10 stellen 
bis auf den nicht eingezeichneten Punkt e in anderer Symbolik dasselbe dar wie Fig. 8. 








Eingegangen 11. Januar 1941. 











Stufenreihen im Potenzrestcharakter. 


Von Alexander Aigner in Graz und Hans Reichardt in Leipzig, z. Zt. im Felde. 


Die vorliegenden Ergebnisse stammen vom Erstgenannten. Der ursprüngliche 
Beweis wurde dann vorm Zweitgenannten bedeutend vereinfacht, nachdem er durch 
freundliche Vermittlung des Herausgebers davon Kenntnis erhalten hatte. 


1. Sachverhalt und Vorarbeit. 


Wie die schon früher!) ausgeführte viergliedrige Stufenreihe zum 8. Potenzrest 
2, so gibt es im Körper der achten Einheitswurzeln noch zwei andere solche, welche 
die einzelnen Stufen: nicht 2., 2. aber nicht 4., 4. aber nicht 8., 8. Potenzrest schrittweise 
an der Geradheit der bei einer quadratischen Darstellung auftretenden Zahl erkennen 
lassen. Es sind die Werte 4 + 3/2 und 2 + 2/2, genau so ihre konjugierten 4 — 3/2 
und 2— 2/2, und die Darstellungen der Primzahl p als x? + y? und z? + 2y?. 
Alle drei Stufenreihen seien nun tabellarisch zusammengestellt, wobei u das Symbol 
einer ungeraden Zahl sei: 





nicht 2. nur 2. nur 4. 8. Potenzrest 
-2 z? + Au? z2 + 16u? x? + 64u? x? + 256y? 

4 + 32 x: + 16u? x? + 64u? x? + 256u? x? + 1024y? 
2 + 2/2 z? + 8u? z? + 32u? z? + 128u? x? + 512y? 





Beide neuen Reihen gelten unmittelbar für die von den Primzahlen der Art 8n + 1 
stammenden Primideale 1. Grades, die anderen lassen sich ohne weiteres einbeziehen, 
wenn man statt p die Norm p? setzt. Dann gehören bei 4 + 3/2 die Primzahlen der 
Art 8n + 5 vermöge der Darstellung p? = z? + 16u? auf die unterste, die der Art 8n + 3 
oder 8n + 7 vermöge p? = p? + 0? auf die oberste Stufe. — Bei 2 + 2/2 stehen die 
Primzahlen 8n + 3 auf Grund von p? = x? + 8u? auf der niedersten, die Primzahlen 
8n + 5 oder 8n + 7 infolge p? = p? + 2 : 0? auf der höchsten Stufe. 

Hier erscheint also die reine Reihe bis zum Unterschied zwischen x? + 256u? und 
x? + 1024,y? fortgesetzt, welche beim Potenzrest —2 um eine Stufe früher abbrach 
und sich hierauf mit der anderen Reihe mischte. 


Daß sich konjugierte Primideale des Körpers A(£) der achten Einheitswurzel Z stets 
gleich verhalten, also alles wirklich nur eine Funktion der Norm ist, ersieht man aus den 
Beziehungen 


!) A. Aigner, Kriterien zum 8. und 16. Potenzcharakter der Reste 2 und — 2, Deutsche Math. 4 (1939). 
5. 4-52. 
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(4 — 3/2) (4 + y2? = (140%, 
(2— 2/2) (1 +2 = (2+2Y2%, 
nach denen die konjugierten Werte, welche allein ein Automorphismus vertauschen 


kann, äquivalent sind, so daß Ritz, Vs Bn 3y2) derselbe Oberkörper K, ist und ebenso 


Rlt, V2 + 2Y2) = K,. Daraus ersieht man auch, daß K,/R(i) sowie K,/R(y— 2) zy- 
klisch vom Grad 16 ist; X, und X, sind über R galoissch mit der Diedergruppe der Ord- 
nung 32. 


2. Beweis für 4 + 3/2. 


Die Idealgruppe 9, für ÄX,/R(i) ist jedenfalls nach einer Potenz des Primideals 
A=1—-ierklärbar, und nach dem Reziprozitätsgesetz von Artin sind die Konjugierten 
der Nebenklassen wegen des galoisschen Aufbaues von Ä,/AR(i)/R gleich deren reziproken. 
© =C-. Daher enthält 9, alle Normen für A(i)/R und damit auch alle rationalen 
Ideale. Als Erklärungsmodul genügt aber sicher schon #"!; denn man zeigt in bekannter 
Weise: Ist & ein 16. Potenzrest mod 4" für n > 11, so auch mod 3”*', 

Somit ist der Führer von 9, höchstens A!!. Nun gibt es nach diesem Modul 2'" 
prime Restklassen, und da 9, vom Index 16 ist und die rationalen Ideale (das sind die 
der 2% Restklassen 1, 3, 5, ..., 63, i, 3i, 5i, ..., 63i) enthält, so besteht 9, genau aus 
diesen Idealen. Sie lassen sich schon durch z + yi = u(mod 32) charakterisieren (u rational 
ungerade). Eine Primzahl p zerfällt also dann und nur dann voll in Ä,, wenn 

p = 2? + 1024y? 
ist. Die Behauptung ergibt sich nun nach dem Kummerschen Zerlegungsgesetz für 
K/R(2). 

Die einzelnen Zwischenstufen ergeben sich aus dem zyklischen Aufbau von K,/Rt\i) 
und der galoisschen Natur der Körper zwischen A(£) und X,, sowie aus der Tatsache, 
daß das Quadrat einer Stufe immer schrittweise zur nächsten führt, ersichtlich aus der 
Formel: 

(z + 2"ui)? = 2? — 2" u? + 2"! zui. 


3. Beweis für 2 + 2/2. 

Ganz entsprechend stehen die Dinge im anderen Fall. An Stelle des Körpers A(i) 
mit dem Primideal 1 — i tritt hier der Körper R(/— 2) mit dem Primideal Y— 2. Die 
Idealgruppe 9, für K,/R(Y— 2) ist nach einer Potenz von Y—2 erklärbar, und zwar 
wieder schon nach der elften, weil auch hier jede Zahl, die nach (Y— 2)"! ein 16. Potenz- 
rest ist, es nach jeder noch so hohen Potenz von Y— 2 ist. 

9, ist also eine Idealgruppe mod (Y— 2"), enthält die rationalen Ideale und die 
16. Idealpotenzen, daher alle Ideale der 2% Restklassen 1, 3, ..., 63, 33 + 16/—2, 
333 + 16Y— 2), ... 6333 + 16Y— 2), und weil das schon vom Index 16 ist, genau 
diese Ideale. Sie sind bereits durch z + yY— 2= u (mod 16) gekennzeichnet. Daher zer- 
fällt eine Primzahl p dann und nur dann voll in X,, wenn p = z? + 512y? ist, was wieder 
nach dem Kummerschen Zerlegungsgesetz für K,/R(£) die Behauptung ergibt. 

Bezüglich der Zwischenstufen gilt wieder der zyklische Aufbau und die schritt- 
weise (Quadratformel: 


(z + uy— 2% = #2 — tut 4 2 zuy— 2. 
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4. Sehlußwort. 


Außer diesen viergliedrigen Stufenreihen wäre noch eine dreigliedrige erwähnens- 
wert, und zwar liegt sie im Körper der zwölften Einheitswurzel R(n): Dessen reelle Ein- 


heit 2 +3 ist nicht 2., nur 2., 4. Potenzrest mit der Norm x? + 12u2, x? + 48u2, 
x? + 192y?. Auf die ausführliche Wiedergabe des Beweises, den die analoge Betrachtung 


des Körpers R( N, Va En 3), zyklisch vom Grad 8 über Rıy— 3), ergibt, sei hier ver- 
zichtet. — Zweigliedrige sind wohl in ihrer Eigenschaft als Stufenreihe zu trivial, und 
mehr als viergliedrige anscheinend schon schwer aufzutreiben. Desgleichen erscheint 
hier ein anderer als der quadratische Charakter, z. B. der kubische: 3., 9., 27.,... Potenz- 
rest, weniger ergiebig. 

An sich sind ja solche Stufenreihen im Potenzrestcharakter natürlich und der 
Sache angemessen. Doch handelt es sich hierbei darum, Einzelfälle herauszusuchen, 
die durch besonders einfache Kriterien ausgezeichnet sind; das heißt, in der Zuordnung 
zwischen (zyklischen) Körpern und Gruppen solche Fälle zu finden, wo weder der Körper 
noch die Gruppe einigermaßen kompliziert liegt. Und hierin darf man nicht allzuviel 
erwarten. 





Eingegangen 29. Januar 1941. 
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Über ganze birationale Transformationen der Ebene. 


Von Heinrich W.E. Jung in Halle-Saale. 


Es seien x, y Polynome in x’, y’ und umgekehrt auch x’, y’ Polynome in x, y. Die 
hierdurch definierte birationale Transformation der rationalen Körper (z, y) und (z’, y’) 
heißt ganz. Da sich die Funktionaldeterminanten A, A’ von x, y nach x’, y’ und von 
x’, y' nach x, y zufolge der bestehenden Gleichungen beide als Polynome in x, y dar- 
stellen lassen, so folgt aus AA’ = 1, daß A und A’ Konstanten sind, von denen man ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen kann, daß sie den Wert 1 haben, was hier 
geschehen soll. 

In dieser Arbeit wird bewiesen: 

Jede ganze birationale Transformation zwischen den rationalen Körpern (x, y) und 
(x’, y') läßt sich aus folgenden drei besonderen Arten zusammensetzen: 


l. z’=ar, y = 2; 1. "= +y y„=FxIl. !=z y=-y+arn. 


I. 


K sei ein algebraischer Körper über dem Körper (x, y) der rationalen Funktionen 
von x, y. 8 sei der Verzweigungsdivisor in bezug auf x, y und 2 und M seien die Nenner 
von x und y. Dann wird dxdy null und unendlich wie 

87. 
Dabei ist vorausgesetzt, daß die Stellen von Ä so definiert sind, daß x und y überall 
bestimmte Werte haben. 

Es seien x’, y’ zwei voneinander unabhängige Größen aus X, so daß K auch alge- 
braischer Körper über dem Körper (x’, y’) der rationalen Funktionen von x’, y’ ist. 
Als solcher sei X mit K’ bezeichnet. In X’ seien die Stellen so definiert, daß x’ und y’ 
überall bestimmte Werte annehmen. Dann wird dx’dy’ null und unendlich wie 

g’e’-m-:, 
wo 3’ der Verzweigungsdivisor in bezug auf x’, y’ ist, und wo &’ und M’ die Nenner 
von x’ und y’ sind. 

Da 


so könnte man meinen, daß nach dem über dxdy und dx’dy’ Gesagten 
or’ 0y Oroy ZUM: 


Das ist aber i. a. nicht der Fall, und zwar deshalb nicht, weil in X und K’i. a. verschiedene 
Journal für Mathematik. Bd, 183. Heft 3. 21 
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Stellendefinitionen gelten. Beim Übergang von K zu K’ mögen den Prjmteilern zweiter 
Art 


(1) A,dgu..,A,in ÄK 
die Primteiler erster Art 

(2) WU... Win Ä’ 
und den Primteilern erster Art 

(3) A An. A, in K 
die Primteiler zweiter Art 

(4) 0 0,...,a,in K’ 


entsprechen. Diese Primteiler heißen ausgezeichnete Primteiler der Transformation. 
Die zugehörigen kanonischen Divisoren seien 


(5) a= altafr... are, a’ = any"... a”. 
Hier ist 
(6) yn=at+h—l,y=a+A—1, 


wenn der Grad der Eichfunktionen A, und A, von a, und a; gleich (x,, ß,) und («J, }) 
ist. Dann gilt 


age 1 
" = gem 
wo 
" nr 223 _222y 


0a Ay’üe" 

Wir wollen A durch Primteiler von K allein oder durch solche von K’ allein dar- 
stellen. Setzt man 

(9) AS WMU...W, U = Are... Are, 
so ist 
A ‚, W 
e. CT Yl 
Der Verzweigungsdivisor 3 kann die ausgezeichneten Primteiler X, enthalten und 3’ 
die Primteiler X). Es sei gesetzt 

(11) 3 = 9, 3’=- 839, 
wo J und 9’ die ausgezeichneten Primteiler enthalten sollen. Sind ®) und ®, die den 
Divisoren 3, und 3, im anderen Körper entsprechenden Divisoren, und entstehen 
y und y’ aus ’ und 9), indem man X, und W; durch a, und a, ersetzt, so ist 


a. 


E A. WE ee 

(12) FEDER sd) ss)? . 
Es sei 

(13) s(3) == ag: ed abe, 4 Pe way” 0, ur, 

s(3’) — 0, — ai as“ u as, A, Bu DI er Aus; 
dann ist 
B — _URoy" 3 u _ AUBoH 
s(%) s (80) ' s(U) s (Ws) 

oder, wenn 

(14) WR-B US-W 


gesetzt wird, 
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> a - 
1 un 
In K sei 

_® ,_% 

(16) ıi= 6, ’ an de ’ 

wo 6, &,, Do; OD. ganze Divisoren erster Art aus K sein sollen, und in K’ sei 

& 9, 

(17) u = . ’ > . 
Se ° 


Sind ©, $, &’, 9’ allgemeine Divisoren der Büschel &, — 2’G,, 9 — y’9., &, —ı6,, 
9, — y5,, die mit (&), (9), (&’), <H’) bezeichnet seien, so ist 
Go Kap Go De 
abe PIC BasleF1  Yassahäi1 (© Yazts7 Tas 
s(&) kann auch als größter gemeinsamer Teiler von s(&,) und s(®&,) definiert werden. 
Entsprechendes gilt für s(H), s(&’), s(9'). 
Aus (7), (10), (15), (18) folgt 
-_ [s(G)CH)]°9 
309% WR) 
A gehört dem Körper K an, darf daher, Yasii durch Divisoren aus K, nur solche 
erster Art enthalten, so daß 








AWLM: 
(19) A= Sarg! 3, ba SH) = as(AW), 
und entsprechend 
[4 a 
(20) are VIEH = AB. 


Ein einfaches Beispiel möge das bisherige erläutern. K sei der Körper (x, y) der 
rationalen Funktionen von z, y, so daß 


(21) 3-1, Wi y=41,sW) 1. 
Ferner sei 

22 Zr pe | 

(22) zu, y--, 


also umgekehrt 

(23) 2 = Ye’, y= y'ye; 
setzt man 2’=/z’, so ist K’ der Körper (z’, y', 2’). 

Als Verzweigungsprimteiler in bezug auf (x’, y’) haben wir in K’ den Zähler und 
den Nenner von z’, die mit ®’ und DV’ bezeichnet seien. Da die Verzweigungsordnungen 
1 sind, so ist 


u) 3’= Pd. 
Ferner ist 2’ = ®’/O’, also 
’ rg % PB d ß ’ 7 ’ 7} 
(25) X =2z == 7590 aß 9, = PB, =D”. 


In K werde die einfache Stellendefinition in bezug auf x, y gewählt. D.h. an der 
Stelle $S, woxz=a, y=b, seien 
z—a=u, y—b=v 


die Ortsfunktionen. Dabei sollen x — a oder y —b, wie üblich, z-! oder 4! bedeuten, 
21* 
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wenn a oder b unendlich ist. In K’ mögen die Stellen in folgender Weise definiert werden. 
An einer Stelle $’ habe x’ den Wert a’ und y’ den Wert b’. 


1. +0, ao. 


- 3 
: — d=u,y—b’=y7z7= +Yallı + 2) \ 
Hierdurch werden, den beiden Vorzeichen von z’ entsprechend, zwei Stellen definiert. 
2.«d.=(. 


z=u, y—b'=vu,z=u. 


! =, you z=ium. 
Dabei bedeutet y’—- 5’ wieder y’-!, wenn b’= «. 
Von den Funktionen x’, y’ hat nach (22) nur y’ in K Unbestimmtheitsstellen, und 
zwar bei x = y = 0 (Stelle S,) und bei x = y= » (Stelle 5,). Bei S, ist 
z=u,y=v,r=us, =. 
Man erhält einen Primteiler zweiter Art a,, der, gleich 0 gesetzt, y’ nicht zu einer Kon- 
stanten macht. Seine Eichfunktion ist A, =v— tu, so daß y,=1. Für a, = 0), d.h. 
v= tu, u—0, wird x’ = 0, während y’ veränderlich bleibt. Daher ist der a, in K’ ent- 
sprechende Primteiler Q; gleich dem schon definierten Primteiler ®’. 
Bei $, ist 


Auch hier erhält man einen Primteiler zweiter Art a,, der, gleich 0 gesetzt, y’ nicht kon- 
stant werden läßt. Seine Eichfunktion ist A, = v— tu, so daß 9, —=1. Es ist W = D’. 


Andere für die Transformation ausgezeichnete Primteiler zweiter Art gibt es in 
K nicht. Wegen y„=9=1 ist 

(26) a=4ü, W= UN: 
Ferner ist wegen X) = ®’, W = D’ nach (24), (25) 

(27) 8 = UM 2 Y', y= 4,0, 3 =1,,=1, % = U, = U. 

In K’ hat nach (23) von den Funktionen x und y nur y Unbestimmtheitsstellen, 
und zwar bei x’ = 0, y’= » (Stelle $}) und bei z’= », y’ = 0 (Stelle 85). Bei S} ist 


«=u, y-rv'!;ı=u, y=>- 
Das ergibt einen ausgezeichneten Primteiler a mit der Eichfunktion A) = v— tu, s0 
daß y) =14. Dax = 0 für a, = 0, während y veränderlich bleibt, so ist U, = &. 
Bei S, ist 


v 


D uni ’ BA ae a 
zn. y-9;z=0T1,y=-, 


S 


so daß sich auch hier ein ausgezeichneter Primteiler a, ergibt mit A,=v— tu und 
y=4A. Esist W= 2. Das Ergebnis ist: 


(28) a’= 0,@, A= UN, uU, = 1. 
Nach (22), (23), (27), (28) ist 
or b_E ,_H_M ,_G_R _&_RM 


ie SA Wk = ae A Se A 4 
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Ferner findet man nach den allgemeinen Regeln 

s(A,) = A, (A) = a, s(M,) = a, s(M) = a,, 

s(U) = a, (W) = a, IM) = a, s(M) = a, 

und daraus wegen (29) 

s(&,) = af, s(G,) = a}, s(d) = 1; s(H) = 0,0, = s(H,) = s(H); 
s(&,) = a, s(Ö,) = a, s(6’) = 1; (9) = aa, = s(H,) = (9), 
und nach (27) 


(30) 


(31) 


[H)= a, HA BAUR = %, 
SW) = 0,0, (A) = 0,0, s(W) = a;a). 
Setzt man die gefundenen Werte in (19) und (20) ein, so erhält man 
(33) Aul,N =A, 
während die beiden anderen Gleichungen in Identitäten übergehen. Die Gleichungen 


(33) sagen als Divisorengleichungen nur aus, daß A und A’ von O verschiedene Konstanten 
sind. Nach (22), (23) ist in der Tat A=2 = A’!, 


(32) 





I. 
Es werde jetzt vorausgesetzt: 
1. x’, y’ sind Polynome in x, y. 
(34) = 8(z, Y), y' = h(z, Y)- 
2. Die Funktionaldeterminante von z’,y’ nach x, y hat den Wert 1. 
(35) A=A!-1, 
Da K jetzt der Körper der rationalen Funktionen von x, y ist, so ist 
(36) 3-1, 8-1, y=1. 
Sind die Gradzahlen von g und Ah gleich (}, «) und (l, m), so ist ferner 
(37) = V!M, 9. = UM". 
Hiermit ergeben (19) und (20) 
AR 
(38) RAAH-1) MAutm-ı) = 1, H[s(89)} = atAB), 
DE UL Mm: ’ ’ ’ ’ 
(39) 30:9? 1, [(O H)P = as(A). 


Da in X alle ausgezeichneten Primteiler erster Art aus Ä enthalten sind, so folgt 
aus (38), daß höchstens & und M ausgezeichnet sein können. Zunächst sei der Fall 
betrachtet, daß eine der Gradzahlen A, w,!, m gleich O ist, etwa u, so daß g(z, y) nur 
von x abhängt. Aus A = ög/dx - Oh/öy = A folgt, da g und h Polynome sind, daß dg/dx 
und Oh/öy konstant sind, also 


(40) =g=ar+b, VY=h=!+/la), 


wo a und 5b konstant sind, a + 0, und wo f ein Polynom in x ist. Umgekehrt ist nach (40) 


x 


b E. 
4 =. ga — di —5. 
(41) =, y-ayV— dl —.) 
Die Transformation ist also birational und in beiden Richtungen ganz. Derartige Trans- 
formationen seien nach dem Vorgange von Herrn Keller ganze Cremona- Transformationen 


genannt oder hier auch kurz ganze Transformationen, Sie bilden eine Gruppe. 
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Da bei solchen Transformationen A und A’ als Polynome in z, y dargestellt werden 
können, so folgt aus AA’ = 1, daß A eine von 0 verschiedene Konstante ist, die ohne 
wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit gleich 1 angenommen werden kann. 

Im folgenden werde vorausgesetzt, daß keine der Gradzahlen A, w,!,m gleich 0 
ist. Aus (34) folgt dann, daß für &=0,d.h. z=», und ebenso für M=0,d.h.y=», 
sowohl z’ wie y’ unendlich wird. Den Primteilern & und M entsprechen daher in K’ 
Punktprimteiler oder Primteiler zweiter Art, die zu einer Stelle gehören, wo 2’= y’= ». 

Die Frage, ob aus den Voraussetzungen 1. und 2. allgemein folgt, daß die Trans- 
formation eine ganze Cremona-Transformation ist, ist bisher nicht beantwortet. Macht 
man aber noch die Voraussetzung 

3. 3’ =1, so daß auch ®@=1, 9 =1, 
daß also K’ der Körper (x’, y’) der rationalen Funktionen von z’, y’ ist, so ist die Trans- 
formation ganz. Es sind dann also auch umgekehrt z, y Polynome in x’, y’. 

Das ergibt sich hier in folgender Weise: 

Da es in rationalen Körpern keine Punktprimteiler gibt, so sind 2 und M ausge- 
zeichnete Primteiler, die als solche mit X, und W, bezeichnet seien, 

(42) =, M= N. 

Wie wir schon oben gesehen haben, sind sie die einzigen ausgezeichneten Primteiler 
erster Art von K. Die ihnen in K’ entsprechenden Primteiler zweiter Art a}, a, gehören 
beide zur Stelle = y'’= =. 

Nach (34) können z’ und y’ nur unendlich werden, wenn z oder y oder x und y 
unendlich werden. Wird nur z oder nur y unendlich, so werden x’ und y’ beide unendlich. 
Da für 2’ = 0 nur z’ unendlich wird, während y’ veränderlich bleibt, so müssen x und y 
für £’ = 0 beide unendlich werden, d.h. &£’ ist ausgezeichneter Primteiler, dem in K 
ein zur Stelle z = y = » gehörender Primteiler zweiter Art entspricht. Dasselbe gilt 
von W. Es sei gesetzt 

(43) !=-4W, W=4. 

Nach einem Satze von Clebsch ist aber die Zahl der ausgezeichneten Primteiler erster 
Art bei birationaler Transformation zweier rationaler Körper (x, y) und (z’, y’) in beiden 
Körpern dieselbe. Daher kann es in K’ weitere ausgezeichnete Primteiler nicht geben, 
und aus (39) folgt, daß &, und $,, nur die Primteiler &’ und M’ enthalten können. 
D. h. aber, es sind z und y Polynome in z’, y’, oder die Transformation K «> K’ ist ganz. 

Statt vorauszusetzen, daß 3’=1 ist, kann man auch annehmen, daß x und y 
ganze Funktionen von x’, y’ sind. Es sei nämlich ®’ ein ausgezeichneter Primteiler erster 
Art von K’. Der ihm in K entsprechende Primteiler zweiter Art p muß zu einer Stelle 
gehören, wo mindestens eine der Funktionen g(z, y), h(z, y) unbestimmt wird, also zu 
einer Stelle, wo x oder y oder z und y unendlich werden. Daher wird für ®’ = 0 min- 
destens eine der Größen z, y, als Funktion von x‘, y’, unendlich. Sind also x, y ganze 
Funktionen von z’, y’, so muß ®’ in &’ oder in M’ oder in 2’ und M’ enthalten sein. 
Dann aber folgt aus (39), daß 3’ nur Primteiler enthalten kann, die in &’M’ vorkommen. 
Ein aigebraischer Körper über (x’, y’) kann aber nicht nur Verzweigungsprimteiler 
haben, längs deren z’y’ unendlich wird, so daß 3’=1 sein muß. 


III. Ganze Transformationen. 


1. Allgemeines. Es sei 


2 D 


(44) der g(z, y) cu IN ’ y= h(z, Y) = Gum m 











Jung, Über ganze biratimale Transformationen der Ebene. 167 


(45) Aa g’(z’, y') >> age Bra h’(z’, y') _ rn 


(46) A=5 


Wie wir gesehen haben, sind die ausgezeichneten Primteiler: 

(47) LAU, N=- U N, MN. 

Von den ihnen entsprechenden Primteilern a), 0,;a,, a, gehören a,, a, zur Stellez = y= » 
(S,„) und a/, a, zur Stelle 2’ = y’= » ($’,). Daher haben g und h nur die Unbestimmt- 
heitsstelle S, und g’ und h’ werden nur in $’, unbestimmt. Faßt man g als Polynom 
in z auf, so muß infolgedessen der Faktor von z* konstant sein. Wäre das nämlich nicht 
der Fall, so hätte er mindestens eine Nullstelle b, und es wäre = », y=b eine Un- 
bestimmtheitsstelle von g. In demselben Sinne ist der Faktor von y” in g konstant. Ent- 
sprechendes gilt für h,g’, h’. 

Nach (38) und (39) ist jetzt 

(48) U = AA ”. MWAH-DgButm—N, m AIUZ = u 
also 

4) y=AR+1—1, » = Mu +m—1); y=auR+l—1), ya = Au’ +m’—1). 

Nach dem Bewiesenen haben die Divisorenscharen (<&) und (Ö) nur die feste 
Stelle S, und <&’) und ($’) nur die feste Stelle S,. Da 

(50) (6, ©) = 234, (9, 9) = 2im, (6,9) = Am + ul, 
da ferner wegen der Birationalität der Transformation die Divisoren aus (&) mit denen 
aus (S$)) nur einen beweglichen Schnittpunkt haben, so ist die Zahl der Schnittpunkte 
in 5, zweier Divisoren © gleich 27,.., zweier Divisoren 9 gleich 2/m und die eines Divi- 
sors © mit einem 9 gleich Am + WW —1, in Zeichen 

(51) (6, ©). = 2Au, (9, 9). = Um, (8,95). = Am + ul —1. 

Wegen der Birationalität sind die Divisoren ®, 9, &, 9’ i.a. Primteiler des Ge- 
schlechtes 0. Sind daher 20, und 20, die Ordnungen der Divisoren der mehrfachen Stellen 
eines Primteilers & und eines Primteilers 9, so ist 

(52) 5, = (A-1)u—1), 9 = (1) (m—1). 

Da die Divisoren einer linearen Schar keine beweglichen mehrfachen Punkte haben, so 
liefert zu o, und o, nur S, einen Beitrag. Entsprechendes gilt für die Scharen <®’) und (H’). 

2. Besondere ganze Transformationen. Zunächst seien einige besondere 
ganze Transformationen angegeben: 

1. Multiplikationstransformationen (M - Tr.): 


’ 


(53) z!=ar, y=3; 7=—,y=ay, 
wo a eine von OÖ verschiedene Konstante ist. 
2. Vertauschungstransformationen (V-Tr.): 
(54) = ty, yV=-Fre=Fy,y=He. 
3. Additionstransformationen (A,-Tr.): 
(55) ! =z, y=y+tar,; z=r,y=-y—ar, 
wo a konstant sein soll, und wo & eine ganze positive Zahl oder 0 ist. 


Aus der Definition ergibt sich, daß die reziproken der M-, V- und A,-Transforma- 
tionen wieder Transformationen derselben Art sind. 
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Im folgenden soll bewiesen werden: 

Alle ganzen Transformationen sind aus M-, V- und A,-Transforma- 
tionen zusammensetzbar. 

3. Die Primteiler a,,a,. Um a, und a, zu bestimmen, betrachten wir x’ und y 
bei S,. Zu dem Zwecke sei gesetzt 

=, y=ntz Anrgla,y) = rl a), Emrhla, y) = ra m); 

(56) Ga’) = pl, m) — Pr, Hiy’) = le, m) — Rn”. 
Da der Faktor von x’ in g, wie wir oben gesehen haben, konstant ist, so kommt in y(£, n) 
das Glied mit »“ vor, und y reduziert sich auf dies Glied für & = 0. Daher kann man G 
in der Form darstellen 

(57) G(£, n; x‘) = (N — N) — Na) (N — n,2)Ea, 
wo E, eine Einheit für $, ist, während die n,, Potenzreihen in & sind, die für &=0 
verschwinden. Es sei 


’ 


a ‘+1 r 
N = a + ef? +... +e_,#+°+., 


wo e,_„ der erste von x’ abhängende Koeffizient sein soll. Hierzu gehören $ —1 ad- 
1 


jungierte Entwicklungen, die aus n, entstehen, wenn man £” durch seine anderen Werte 
ersetzt. Zusammen definieren sie einen durch 5, gehenden Zweig p, der Kurve G. Ist 
ß < u, so gibt es noch einen oder mehrere solcher Zweige; es gebe noch s— 1, etwa 
Pa, Pay. ., 2, Jeder solche Zweig liefert einen Primteiler zweiter Art, der, gleich 0 
gesetzt, x’ nicht konstant werden läßt. Da es nur einen derartigen Primteiler geben darf, 
nämlich a,, so müssen die s durch die Zweige p, gegebenen Primteiler dieselben sein, also 
dieselbe Eichfunktion haben. Daher stimmen die Entwicklungen, die für p, gelten, 
mit denen für p, in den ersten v— x + 1 Gliedern überein, nur daß der Koeffizient von 


£ ein anderer ist, der aber auch von x’ abhängt. Setzt man 
a+1 


G=@fP+ef? + +1, 
so wird a, durch die Abbildung n = {,, £—0 definiert. 
Da dem Primteiler a, in X’ der Nenner M’ von y’ entspricht, so muß a, in y’ in der 
(— 1)-ten Potenz enthalten sein, d.h. es ist für „= L, 


1 
Me, 
8 
wo e eine Einheit für £ = 0 ist. Daraus folgt für irgendein endliches b’ 


IB-+ma—1 
ey’ —b)=Hlet;b)=iE ? e. 
Da H(£, n;b’) von t und x’ unabhängig ist, so ist auch 
IB-+ma—1 


Heınab)=E Pe, 
wo e wieder eine Einheit für & = O ist. D.h. aber, die Zahl der Schnittpunkte des Zweiges 
p, mit der Kurve H(b’) =0Oin S, ist [+ ma —1. Da für die anderen Zweige p, von 
G(x’) dasselbe gilt, so ist die Zahl der Schnittpunkte der Kurven G(z’) und H(b’) in S, 
gleich 





s(Iß + ma — 1). 
Da jeder Zweig p, zu jedem Werte £ 8 Werte von n gibt, so ist sß = u. Aus der Ent- 
4 1 
wicklung für n,, erhält man durch Auflösen nach £ eine nach ganzen Potenzen von 
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fortschreitende Potenzreihe, so daß jeder Zweig x Werte von £ zu jedem Werte von n 
ergibt. Also ist s« = A. Die Zahl der Schnittpunkte der Kurven G(z’) und H(b’) in S,, 
also die eines Divisors aus (®) und eines aus ($), ist daher Am + ul —s. Wegen (51) 
ist daher 


so daß 
& u - 
(58) Nı2 = 9° +e£E*r ++. +0, 36" + er ., 
wo e, , der erste von x’ abhängende Koeffizient ist. 
Setzt man 
3 a £ 
(59) Ca = ae + er + ch ter, 
so wird a, durch n7 = {j, £>0 definiert. Die Eichfunktion von a, ist 
(60) A,=(n— ln — La): - -(n— La) 
wo die £4, zu Z,s adjungiert sind. Da die Gradzahlen von A, gleich (», «) sind, so ist 
(61) Yy=urv—i. 
Ebenso folgt, daß 
(62) H = (n— N) (N — Na) - (N — Nm)En 
ı i+1 n 
(63) 71 = her the” + tete, 
wo f„_ı der erste Koeffizient sei, der von y’ wirklich abhängt. Wird 
5 r E 
(64) u=lir th” + + 
gesetzt, so wird a, durch n = Z,,, &—0 definiert. Die Eichfunktion von a, ist 
(65) A, = (n — ln — Ca) (N — Emm) 
so daß 
(66) Yyızn + Zune 4 


Es sei 2’ +#x', e, ‚(z) #e,_42), N2(2’) = 9. Da zwei Divisoren aus (®) 

sich nur in 5, treffen und dort 2/4 Schnittpunkte haben (vgl. (51)), so wird 
2 
GE, na; 2) = Er ee), 
wo e, eine Einheit für &=0 ist. Nach (57) ist auch 
23 

(67) (Ma — N1a)Mı2 — 7122) (Na — N.) =Er elf), 

wo e, ebenfalls eine Einheit für & = 0 ist. Da ferner $, ein vielfacher Punkt der Ord- 


nung 20, der Divisoren © ist, so ist 
20, +u—1 


0G R 
m 6 Ns52)=E * eslE), es(0) +0. 


Daher ist auch 
Snte-! 
(68) (Me — Neal Ma— Na) (Ne— na) =E * eulE), eu(0) #0. 
Nach der allgemeinen Theorie ist der Hauptnenner der ersten » + 1 Exponenten in der 
Entwicklung von n,, gleich „. Daraus folgt, daß die Differenzen 7,5 — N, und 7,8 — Na 
für k > 1 durch dieselbe Potenz von £ teilbar sind. Da 7,3 — 7z durch die »/u-te Potenz 


von £ teilbar ist, so folgt durch Vergleich von (67) und (68) 
2lu=2o, +tu—1+rv 


1.9) 
DD 
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oder wegen (52) 
2Ju = AA —i)\ua—ı1I) +u—1+r», 
v=2l+u—l, 
so daß nach (61) 
(69) y»=4i+u—1). 
Ebenso folgt 
0) =4Ml+m—ı, y=M’+m'—1,,=4R+w—1). 
4. Die Gradzahlen A, u, l,m; #', w',l’,m’. Durch Vergleich von (49) mit (69) 
und (70) findet man 
(71) A+l=l"+m,utm=W+u,i+m=A +, A+u=u'+m'. 
Die den Primteiler a, definierende Gleichung (59) kann man auch auf andere Art 
erhalten. Es sei (45) 
z=ga,yY)=ay" ty tt ta, +, 
yhla',y)=ay"” +ay"" te tm +0. 
Setzt man 2 = E1, y= y}, y’= n'"!, so wird 
(72) Ee= na tan tr tan )Tt, 
(73) nano tan tee tn". 
1 
Aus (72) ergibt sich n’ als gewöhnliche Potenzreihe in £”, die mit der ersten Potenz 


beginnt. Setzt man diese Entwicklung in (73) ein, so bekommt man für n eine gewöhn- 
1 . 


liche Potenzreihe in £”, die mit der m’/u’-ten Potenz von & beginnt, und deren Koeffi- 
zienten von x’ abhängen. Diese Entwicklung muß mit (58) übereinstimmen, da sich 
aus den Gleichungen (44), (45) nicht zwei verschiedene derartige Darstellungen ergeben 
können. Danach und nach Analogie ist 


(74) i=m,n=u,il=/!,m=\. 
Damit werden die Gleichungen (71) zu Identitäten. 
DaG=0und H=0inS, Am + wW— 1 Schnittpunkte haben (vgl. (51)), so ist 
nd nam 
GEn1;E)=E *r eulE), eu) +0. 
Nach (57) ist auch 


Am+ ud—1 


(75) (NM — Mal — Na) (Nam) = " erld), el) +0. 
Es sei in (58) und (63) 


4 l 
(76) -=# — oder - = —, fo #&08*, 
m u m 


wo e eine primitive u-te Einheitswurzel ist. Ist etwa A/u S !/m, so sind die Differenzen 
N11— Ns wegen (58) und (63) alle genau durch die A/u-te Potenz von £ teilbar. Nach - 
(75) ist dann 


Am = Am + W—A, also W=A1, u=1=1. 


Aus Alu= AS I/m = A/m folgt dann Am =1, also A=m=1, so daß die Transfor- 
mationsformeln (44) die Form 


:!=@+ 4,2% + Qa3y + azıy, y"=b+ biz + bay + bay, 
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haben, wo die a, und 5, konstant sind. Aus A = 1 ergibt sich 
a, — ab, =1,,=b,=0. 
Daß a, = b, = 0 ist, folgt auch daraus, daß in g und h, wie wir oben gesehen haben, 
die Faktoren von x*, y“, x', yr konstant sein müssen. Die Transformation lautet also 
(N) "= +a2+0Y y=b+ br + bY u — ad, =. 
Diese lineare Transformation (77) kann durch die besonderen Transformationen in 
III, 2 in folgender Weise dargestellt werden: 


nen he—:ı 
„nn. Benno 
a, a, 
PUPGBIER.. JERBEER. Yy=-—AYy=aTcH+ aY; 
a, a, 
” Yy k 
u Bl Bl Y=-Yyto=M,+ ArT+ aY; 
1 
—— _—- y, 
z=N4=WH+t AT + aY, ee 
1 
a,b b 
I = I, est hr, 
a, a, a, 


‚ ’ b, 
Te =Mm,rATH aY, Y =4tr u =brbrt by; 
1 


dabei ist a,b, — a,b, = 1 zu beachten. 

Wir können uns jetzt auf den Fall beschränken, daß die Gradzahlen A, «, !, m nicht 
alle gleich 1 sind. Dann kann die Annahme (76) nicht bestehen, so daß bei passender 
Wahl von n,;, unter den Adjungierten 

(78) im = lu, fo = %- 

Es sei bemerkt, daß bei der Transformation (77) zwar Am = lu, aber f, + &% ist. 

Der größte gemeinsame Teiler von A und u sei ö, und es sei 

(79) ö6= (A, u), A= 6), u = Öug 
Unter den Differenzen 7}3 — 7, sind dann genau ö vorhanden, die durch eine höhere 
Potenz von £ teilbar sind als die A/u-te. Diese können höchstens durch die »-te, also 

1 


durch die (24 + u — 1)-te Potenz von £» teilbar sein. Daher ist nach (67) 
241 + u—1) + (u— 6) > 22u, 
woraus mit (79) folgt 
Mm) Si -3 <1. 

Da u, 21, w2Z1, so ist A, = 1 oder „= 1. Da man durch eine V-Tr. die erste Ver- 
änderliche mit der zweiten vertauschen kann, so kann man ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit annehmen, daß A > „. Dann ist = 1, u = d, A = A,u, wo 4, ganz ist. 
Es sei A, = a gesetzt, so daß mit Beachtung von (78) 

(80) A=au1= om. 
Nimmt man an, daß A’< „’, was, wenn nötig, durch eine V-Tr. zu erreichen ist, so ist 
geradeso 

(81) n' = BA, m’ = Bl, 
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wo ß eine ganze Zahl ist. Wegen (74) folgt aus (80), (81) 
(32) A=aßm, u = ßm, l=am, X = m, u' = ßm, ! = am, m’ = aßm. 


5. Die Matrizen a,a’,a,a’. Die Elemente a,, der Matrix a sind in folgender Weise 
definiert. Bedeutet Z, den Wert, den £,; (vgl. (59)) für i = t, annimmt, so ist 

AzlE, I; i) = (do — Lu) — Case) + (lie — La) = £re(f), 
wo e(£) eine Einheit für & = 0 ist. Aber die Differenz &g — {x ist durch dieselbe Potenz 
von £ teilbar wie 7,3 — Ns in (67). Daher ist nach (67) a3, = 24. Ebenso findet man 
a, = 2m, aa = ay, = Am + ul—1. Entsprechendes gilt für die Elemente der Matrix 
a’, so daß wegen (74) 


2/m Am + W—1 u. Am + d—1 
a= 4 = . 
Am + ud—1 2u 2 Am + ul—1 2mu 
Es wird mit (82) : 
la|l=!a’| = 44ßm? —1. 


Die Matrizen a und a’ ergeben sich als die reziproken zu a und a’. 
Aus (59), (64) ergibt sich wegen , =, , = M 


(83) s(AU) = ara, s(U) = aa). 
Analog ist wegen (74) 
(84) s(U) = ara, s(W) = ala”. 


Da die Differenz {,, — N durch dieselbe Potenz von £ teilbar ist wie 7,8 — Nu 
so folgt aus (67), daß a, inG, also in ® in der Potenz 2A. enthalten ist. Da die Differenz 
11 — Ns durch dieselbe Potenz von £ teilbar ist wie n,)— N, 50 ergibt sich aus (75), 
daß a, in G, also in & in der Potenz Am + „U —1 enthalten ist. Auf diese Art findet 
man unter Beachtung von (74) 

8) = art, sig) = aa, 
ae een, 


Ferner ist nach (48) und (74) 


(85) 


= a: A = ine Fa 


86 

( ) A’ Pe ee a= u 
Setzt man 

(87) s(A) = aray, (U) = a,“ a;”, 


so wird nach (83), (84), (86) 
% = 2m(A +1—1) +2 (u +m—1), & = 2u(A + 1—1) +2Mu +m—1), 
os =2Ml+m—N)+MA+u—1), = 2ul+m—1)+2mli+u —1) 
Die zweiten der Gleichungen (38), (39) können als Probe für die Richtigkeit der gefun- 
denen Werte dienen, wobei zu beachten ist, daß hier y=1, ® =1. 

6. Beweis des Satzes in Nr.2. Es sind drei Fälle zu unterscheiden. 

1. Eine der Gradzahlen }, u, I, m sei 0. 


Durch V-Transformationen kann man, wenn nötig, erreichen, daß „=0. Wie 
wir schon in Abschnitt II gesehen haben, hat die Transformation dann die Form 


(88) 


z=ar+b, YV-ltotaat tan 


Sie läßt sich in folgender Art durch M-, V- und A,-Transformationen darstellen: 
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I, = us, nme 
Y 
u Tndh Eule. Sraknıc, 
Y ; h 
y=n=-— N=ywtrb=ar+b; 
J, 
y=-y=ar+b, m Zn 


Yy 
1,=1%p „=-4tro=-,tr% 

Y ' 
Lg = Ip Yy-y4trar=-, tot a8 


=, =ar+b, Y=ytar=-tatgetar; 


USW. 
2. Die Gradzahlen ), u, I, m seien alle gleich 1. 


Wie wir in Nr. 4 gesehen haben, ist die Transformation linear und läßt sich aus 
M-, V- und A,-Transformationen zusammensetzen. 


3. Keine der Gradzahlen sei 0 und sie seien auch nicht alle gleich 1. 
Wie wir gesehen haben, haben die Gleichungen 
G=yEn—zPr=0,H=yen)—yEn=0 
je eine Lösung n,; und 7,,, die für £= 0 verschwindet. 7; und n,, sind gewöhnliche 
1 1 


Potenzreihen, und zwar n,; in &“ und 7, in =. Beide haben das Anfangsglied e,£*, 
wo A= aul= om. Dabei ist A > „ angenommen, was, wenn nötig, durch eine V-Trans- 
formation erreicht werden kann. 


Da «& ganz ist, so beginnen auch die zu 13, 71, adjungierten Potenzreihen 7,3, Nr 
mit e,&°. Setzt man n = e£* inG und Hein, so werden G und H ganze rationale Funk- 
tionen von £, und zwar werden nach (57) und (62) die Glieder niedrigster Dimension: 


cıle — er und ale — a)mEl. 

Daraus folgt, daß y(£, n) und x(£, n) die Form haben: 

ylE,n) = cn — HF" + Za,eint mit i+ka> A, 

x(& nn) = cn — HE)” + Ib, mit i+ka>|. 
Durch Multiplikation mit z*y* und z’y folgt 

g(z, y) = al®— ay) + Zac Ye, 

h(z, y) = la — ey)" + Ebay". 
Daher lauten die Transformationsformeln bei leichter Abänderung der Bezeichnung 


1 
(89) 2’=g(z,y) = aly— - 2)" + Za,x'y*, wo jetzt i+ ka <A, 
0 


1 
(0) y'=ha,y) =aly— 2)" + Zburiyt, wo jetzt i+ ka <I. 
0 


Da g vom Grade (A, «) in x, y ist, so geht in der in (89) vorkommenden Summe i von 0 
bis A— 1 und k von O bis u— 1. Wegen i+kx <A und au = A kann i nicht gleich 
4A und k nicht gleich « sein. Ebenso geht in der Summe in (90) i von O bis 2 —1 und k 
von O0 bis m — 1. 
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Setzt man in (89) und (90) 
= I, „ar 
0 
d.h. macht man eine A,-Transformation, so wird 


’ 1 ’ 
(9) z =cayı + Zaun (yı + z z)% = il, Yı), itha <A, 
Z) 


‚ 1 ' 
(92) yzayıt Zb,nlyı + a z% =hlay y) itha<i. 
0 
Hier sind g, und Ah, Polynome in z,, y,, deren Grade (A,, ‚,) und (l,, m,) sein mögen. 
1 
Zunächst ist u, = u, m, = m. Da die höchste aus xzi(y, + u) hervorgehende Potenz 
0 


von x, die (i + ka)-te ist, so ist wegen i+ kx < A in (91) und i+ kx <lin (92) 
A, <AlL<i. 

Da die Transformation (94), (92) als Produkt zweier ganzer Transformationen auch ganz 
ist, so lautet das Ergebnis: 

Ist x’ = g(x, y), y’ = h(z, y) eine ganze Transformation, ist von den Gradzahlen 
A, a von g und /, m von h keine 0, und sind diese Gradzahlen nicht alle gleich 4, 
so kann man die Transformation durch V-Transformationen und durch eine A,-Trans- 
formation in eine neue ganze Transformation verwandeln: x’ = g,(z,, y,), y’ = h(z,, Yı), 
und zwar so, daß je eine der Gradzahlen von g, und Ah, kleiner ist als die entsprechende 
von g und h, während die anderen ungeändert bleiben. 

In dieser Weise kann man fortfahren, bis man eine der unter 1. und 2. in dieser 
Nr. 6 behandelten Transformationen erhält. Da diese sich aus M-, V- und A,-Trans- 
formationen zusammensetzen lassen, da ferner die reziproken der M-, V-, A,-Trans- 
formationen wieder solche sind, so ist der in Nr. 2 angegebene Satz bewiesen. 
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Beweis des sogenannten Fundamentalsatzes 
der Algebra im reellen Gebiete. 


Von Ernst Mohr in Breslau. 


1. Wünscht man!) den in Rede stehenden Satz im Reellen zu beweisen, so hat 
man, wenn von dem (einfachen) Eindeutigkeitsbeweis hier abgesehen wird, den folgenden 
Existenzbeweis zu erbringen: Jedes (reelle) Polynom 

!d)=-9 +2 +92? +..-+a„_ +0” 
kann als ein Produkt von linearen und quadratischen Faktoren geschrieben werden. 
Kommt einem Polynom diese Eigenschaft zu, so nennen wir es im folgenden kurz zer- 
fällbar, und sofern eine Darstellung mit nur quadratischen Faktoren möglich ist, speziell 
quadratisch zerfällbar. Da jedes Polynom ungeraden Grades eine reelle Wurzel besitzt, 
d.h. einen Linearfaktor abspalten läßt, so braucht nur bewiesen zu werden: 

Jedes Polynom von geradem Grad m läßt sich als ein Produkt von quadratischen Fak- 
toren darstellen, ist also quadratisch zerfällbar. 

Den Beweis führen wir durch Induktion nach m: 

a) Die Behauptung ist offenbar richtig für m = 2; ebenso für m = 4, von welchem 
Fall wir jedoch nur die folgende Teilaussage brauchen werden: 

b) Jedes Polynom von der speziellen Gestalt 

+ a2? + ı° 
ist quadratisch zerfällbar. Durch Auffassung als Polynom zweiten Grades in x? ist die 
letzte Behauptung sofort klar, wenn die Diskrimante D= a — 4a, 2 0 ist; ist aber 
D <0 und daher notwendig a, > 0, so läßt sich das Polynom auf die Form 
ay(i + by? + y) mit b= « 2, y= 2. 
Vo Va, 
bringen, und hier gestattet das in Klammern gesetzte Polynom sofort die Darstellung 
Ay YM)=Mi+By+yP)—PBy+ y?) mit PP=2—b. 
Indem wir unseren Beweis auf dem Grunde dieser Tatsachen a), b) verankern, zeigen 
wir, daß, wenn die Behauptung bereits für alle (geraden) Graädzahlen < m als richtig 
erkannt ist, sie auch für m zu Recht besteht. 
2. a) Dazu approximieren wir f(x) durch ein Produkt von quadratischen Fak- 


toren I, wo q,=s, +4,2+2%, 
m/2 
datt tn He endnEtee Hm + 0 


*) Den Wunsch nach einem solchen Beweis spricht auch R. Iglisch in der Deutschen Mathematik 5 (1940), 
S. 339, aus. 
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n—1 
derart, daß der „Rest“ r®= X r” möglichst klein wird: da r? sicher eine untere Grenze 


v=U 
hat, und andererseits als Polynom in den Variablen s,, t, stetig ist, so gibt es eine „Mini- 
mumdarstellung‘“, in der r? seinen kleinsten Wert annimmt, was wir durch die ent- 


sprechenden griechischen Zeichen andeuten: 
m/2 m—1 
V) d=atart tm + Hl, +24 2) 20, = et. 


Ist 0° = 0), so ist f(x) quadratisch zerfällbar, andernfalls nicht. 
b) Aus der Definition (1) folgt sofort: Ist 0 > 0, d.h. f(x) nicht quadratisch zer- 
fällbar, so sind es offenbar auch alle dazu „‚benachbarten‘‘ Polynome 


!)+{o +&2% + +++ e„_12”'} mit 24 == 8? < 0°; 


m.a. W.: Ordnet man jedem nicht quadratisch zerfällbaren Polynom f(z) den durch 
seine Koeffizienten als Koordinaten gegebenen Punkt (a, a,,...,@,_,), kurz den 
Punkt a,, zu, so bilden diese Punkte ein Gebiet. 

c) Weiter gilt: Ist 0®2> 0, so sind alle quadratischen Faktoren in der Minimum- 
darstellung (1) einander gleich. Sonst könnte man nämlich das Produkt in (1) als Pro- 
dukt zweier zueinander teilerfremder Polynome x(x) und A(z) darstellen, deren Grad- 
zahlen p, g seien, und also für (1) schreiben 


2), ()=@+ rt + 0m," 
+ (Bo + Pız + NM HtNEHt + y12 +2"). 
Denken wir uns dann die analoge Aufgabe gestellt, f(x) in der folgenden Form durch 
ein Produkt zweier Polynome k(x) und !(xz) von den Gradzahlen p, g 
fa)=sn+n2+ + +12" 
+ +b2 ++ +b,, "+ Ma tar +++ +) 


so zu approximieren, daß wieder ? = Zr möglichst klein wird, und bedenken, daß 


v 


k(x) und /(z) nach Induktionsvoraussetzung zerfällbar sind — bei geradem p, g können 
sie dann unmittelbar als Produkte quadratischer Faktoren geschrieben werden, bei un- 
geraden p, q können die beiden überschüssigen Linearfaktoren zu einem weiteren quadra- 
tischen Faktor vereinigt werden —, so sehen wir, daß das neue (wieder existierende) 
Minimum nicht < 0? sein kann, und weiter aus (2) daß dieses Minimum auch jetzt wieder 
= o®?ist und fürk = x, l= A angenommen wird. Dabei sind die a, —r, (v = 0, 1,..., m—1) 
aus der (» + 1)-ten Spalte des folgenden Schemas durch Summation zu gewinnen: 


bu&o boCı bo Zur SE bee, _ı bu+1 
b,%o b,cı DE b1,_e b1C,_ı b, +1 
6, 1 > +... b,_1%-1 du 1 
RR 1-0. 


Die r, selbst sind daher m Polynome zweiten Grades in den n Variablen b,, by, - - -, d,_1, 
€ € ++, C,_7, deren Funktionaldeterminante?) bis auf ein (hier belangloses) Vorzeichen 
gerade gleich der Resultante der Polynome k(x) und (x) ist. Nimmt man diese Deter- 
minante speziell für das Minimum, d.h. k(z) = x(z), (x) = A(x), so folgt aus der Teiler- 
fremdheit von x(x) und A(x) mittels des Satzes von der Resultante®), daß in diesem Falle 


*) Hier gemeint im rein algebraischen Sinn; vgl. hierzu z. B. O. Perron, Algebra I (Göschens Lehrbücherei), 
$ 15 und $ 29. 
s) Siehe O. Perron, a.a.0. 2), $ 48. 
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die Determinante +0 ist. Alsdann könnte man aber den Variablen b,, bj, . . -, d,_1 
Co € ++, &,_, Solche Werte geben‘), daß der zugehörige Punkt r, (v = 0,1,...,m— 1) 
noch näher am Ursprung liegt als der Punkt og, (r=0,1,...,m—1), d.h. daß r?<o 
wäre, entgegen der Tatsache, daß (2) eine Minimumdarstellung ist. 

d) Aus dem zuletzt Bewiesenen folgt, daß f(x) entweder quadratisch zerfällbar 
ist oder aber eine Minimumdarstellung 


= m—1 

3) 2 Md-atart tm rg; 2 => 0 
gestattet, wo q jetzt in der Form (2 — x)? + ß angesetzt sei. Zeigen wir noch, daß 
dieser Fall nicht eintreten kann, so sind wir fertig. 

Dazu betrachten wir neben dem als nicht quadratisch zerfällbar angenommenen 
Polynom f(x) die Polynome f(x) — a,t mit it als Parameter, der über das Intervall < 0,1 > 
läuft. f(z) — at ist für £= 0 nach Annahme nicht quadratisch zerfällbar; für = 1 
besitzt es jedoch den Linearfaktor x und ist daher nach Induktionsvoraussetzung zer- 
fällbar. Ist nun r die (sicher existierende) untere Grenze aller i-Werte, für die f(x) — ayt 
quadratisch zerfällbar ist, so ist wegen 2. b) auch noch f(z) — a,r = g(z) quadratisch 
zerfällbar: 

m/2 


(4) Hz) — at = gl) = 11 g, 
(g, gewisse quadratische Faktoren). Andererseits ist, je nachdem a,> 0 oder a, < 0 


ist, g(2) +e bzw. g(2)—e mit 0 <eS|a,|r nicht quadratisch zerfällbar; wir 


wählen für später gleich noch e < n; (o> 0). Dies bedeutet, daß eine Minimumdar- 


V 


stellung der Art (3) 


(5) ga) ten tar + + 1er +gt 
mit 9g= (x — 0)? + B und 2 o® = 0?> 0 existiert. Nach (4) ist aber auch 


ea) +e= +e+ Mg, 
d.h. wegen (5) notwendig 
(6) ase< re. 
(5) bedeutet nun für /(z): 


f)=on+Hr+ +0, ,2"T+ la Fe)+R]|, 


wo die eckige Klammer als Polynom in (x — %)? vom Grad 3 nach Induktionsvoraus- 
setzung zerfällbar®) und dann nach 1. b) auch als Polynom in z—%, d.h. auch in z, 
quadratisch zerfällbar ist; nach (6) ist dabei 

nm— 2 

So =0?< en, 

v=0 2 


im Widerspruch zu der Minimumdarstellung (3). 


4) Und zwar wieder rein algebraisch; siehe ?). 
5) Aus diesem Grunde ist übrigens in (3) auch & = 0. 





Eingegangen 3. April 1941. 


Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 8. 
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Sur les systemes hypercomplexes. 


Par J, Dieudonne & Nancy (France). 





Introduetion. 


1. La structure des systömes hypercomplexes generaux (ou, plus göneralement, 
des anneaux satisfaisant aux conditions maximale et minimale pour leurs id&aux!)) 
est encore mal connue. Alors que celle des algebres semi-simples est &lucid&e par les 
theor&mes de Wedderburn, on ne sait & peu pres rien de general sur les algebres 
nilpotentes (pour lesquelles les möthodes d’etude des algebres semi-simples, basees sur 
l’existence d’idempotents, echouent completement), ni sur les relations entre une algebre 
quelconque et son radical (en dehors du th&or&eme de Wedderburn-Dickson?) sur la de- 
composition d’une algebre en somme directe du radical et d’une alg&bre semi-simple, qui 
n’est malheureusement valable que moyennant certaines restrictions sur le corps de base). 
Le prösent travail est une contribution au second de ces problömes; l’idee directrice est 
d’etudier les- id&aux minimauzx (ä gauche et & droite) d’un anneau o,en associant ceux 
d’entre eux qui sont isomorphes en tant que o-modules®) (A gauche ou & droite); on est 
ainsi conduit & considerer certains anneaux qui generalisent les „syst&mes simples‘ ($ 1), 
et dont on peut &tudier de fagon complete la structure; ä l’aide des rösultats obtenus, 
on peut alors decomposer en „etages‘‘ superposes, en quelque sorte, un anneau quelconque 
satisfaisant aux conditions maximale et minimale ($$ 2,3 et 4); enfin, nous montrons 
au $5 comment cette methode generale peut s’appliquer & certains cas particuliers 
simples. La technique utilisee est classique en ce genre de questions (id&aux minimaux, 
idempotents, d&compositions de Peirce, etc.); toutefois, nous n’avons pas besoin de la 
notion de radical, qui se retrouve d’elle-m&me au $ 4, comme cons&quence de notre de- 
composition. 

Apres avoir obtenu les principaux resultats de ce travail®), j’ai eu connaissance 
d’un remarquable m&moire de M. Ch. Hopkins®), paru en 1939, et oü se trouvent dejä 
(bien que sous une forme moins pr&cise) certains des th&or&mes des $$ 1 et 2 ci-dessous. 
Les recherches que j’expose ici peuvent ötre considerees comme prolongeant les inte- 
ressants rösultats de Ch. Hopkins; l’association des id&aux isomorphes (qui n’apparait 





!) Les r6sultats classiques de la th6orie des algebres, sur lesquels nous nous appuyons, sont expos£s, par exemple, 
dans les deux ouvrages suivants: B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, t. II, chap. XV et XVI (eit6 v. d. W. 
par la suite); M. Deuring, Algebren, Ergebnisse der Mathematik IV (1) (eite D.). 

2) D., p. 23—24. 

®) Comme me l’a fait remarquer M. van der Waerden, cette ide apparait pour la premiere fois dans un 
memoire de R. Remak, Über minimale invariante Untergruppen in der Theorie der endlichen Gruppen (J. de Crelle, 
t. 162, 1930, p. 1—16), ou elle est appliquse & l’6tude de la structure des groupes finis. 

*) Un resume en a &t& publie aux C. R. de l’Acad. des Sciences, t. 211, 1940, p. 172—174. 

®) Ch. Hopkins, Rings with minimal condition for left ideals (Ann. of Math., t. 40, 1939, p. 712—730). 
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pas chez Hopkins) me permet de determiner complötement la structure de la „d&com- 
position a gauche du premier degre“ ($ 2) d’un anneau satisfaisant A la condition mini- 
male pour ses id&aux & gauche; en outre, j’introduis (aux $$ 3 et 4) la d&composition 
simultanee d’un anneau ä gauche et ä droite (en supposant que l’anneau satisfasse A la 
condition minimale & la fois pour ses id&aux & gauche et ses ideaux & droite). 

Un des importants progres apportes par le travail de Ch. Hopkins est la d&couverte 
que, pour obtenir la plupart des r&sultats oü on la supposait verifiee jusqu’ici, la _con- 
dition maximale est tout ä& fait superflue; cela m’a permis d’eliminer cette condition en 
plusieurs points de mes d&monstrations oü je l’avais supposee verifiee, lors de la pre- 
miere redaction de ce m&moire. Toutefois, il subsiste un point (voir $ 4, remarque finale) 
oü les methodes de Hopkins ne paraissent pas permettre cette &limination, et pour lequel 
de nouvelles recherches seraient necessaires. 

2. En dehors des proprietes classiques des ideaux, dans les anneaux satisfaisant 
a la condition minimale, pour lesquelles nous renverrons aux exposes de B.L. van der 
Waerden!) et M. Deuring!), nous aurons & utiliser les trois th&oremes fondamenteaux 
sur les modules par rapport a un anneau, dont nous rappelons les &nonc6s®): 

I. Si un module M est somme d’une famille (M,)zer de sous-modules simples, il est 
somme directe d’une sous-famille (M,).c,; de ces sous-modules (done M est completement 
reductible). 

II. Si un module M est somme directe d’une famille (M,).er de sous-modules simples, 
et si N est un sous-module quelconque de M, il existe deux parties complementaires J, J’ 
de I telles que R soit isomorphe a la somme directe 3 M, et ue, iW= Ze M soit 


somme directe eN e W. 

III. Si un module M est somme directe d’une premiere famille (M,).cr de sous- 
modules simples, et somme directe d’une seconde famille (M)ses de sous-modules simples, 
il existe une application biunivoque @ de I sur J telle que Mi soit isomorphe d M, quel 
que soit &. 

En outre, la remarque suivante (de Ch. Hopkins?)) nous sera utile: 

IV. Si M est un module satisfaisant a la condition minimale, tout sous-module com- 
pletement reductible de M est somme directe d’un nombre fini de sous-modules simples. 

Sinon, il existerait une suite (M,)„>. de sous-modules simples telle que la somme 


& M, soit directe; sion pose N, = E M,, la suite (N,).serait une suite infinie strictement 
n= n=p 


decroissante de sous-modules de M, ce qui est contraire ä l’hypothöse. 

Signalons enfin que tous nos r6sultats s’appliquent aux anneaux avec operateurs, 
en entendant alors par ‚ideal‘ un ideal admissible, c’est-A-dire invariant par les op6ra- 
teurs consideres. 


$1. Les anneaux quasi-simples. 


3. Definition 1. Un anneau vo sera dit quasi-simple ad gauche s’il satisfait aux con- 
ditions suivantes: 


°) W. Krull, Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe, Math. Ann., t. 99 (1928), p. 51—70, en particulier p. 63—66. 
Les thöorömes I, II et III y sont d&montr&s & l’aide du th6or&me de Zermelo sur les ensembles bien ordonn&s; on peut 
avantageusement lui substituer l’emploi du th&or&me de Zorn (N. Bourbaki, Elöments de Mathematique, Livre I, (fasc. 
de r&sultats), p. 37 (Act. Seient. et indust. n® 846, Paris 1940); voir aussi M. Zorn, Bull. Amer. Math. Soe., t. 41 (1935), 
p: 667—-670, otı on trouvera des indications sur la möthode de d&monstration du th. III, le seul qui prösente quelque 
diffieulte; l’&nonc& et l’esquisse de la d6ömonstration de ce th6oröme donnes par Krull, loc. eit., sont d’ailleurs assez 
vagues). 

?) loc. eit.®), p. 716. 
23* 
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a) Condition minimale pour les ideaux ä gauche. 

b) Tous les ide&aux dä gauche minimauz de vo sont isomorphes (en tant que o-modules 
ä gauche). 

c) o est somme de ses ideaux a gauche minimau«. 

D’apres I et IV, un anneau quasi-simple ä gauche o est somme directe d’un nombre 
fini d’id6aux ä gauche minimaux, tous isomorphes; ce nombre p est d’ailleurs le m&öme 
pour toute decomposition de cette nature, d’aprös III. 

Lemme 1. Dans un anneau quelconque o, soient | et l’ deux ideaux d gauche mi- 
nimaux isomorphes (en tant que o-modulesägauche). Si lest idempotent, on a’ =!'; 
silest nilpotent, Il’ = (0). En effet, soit 9 un isomorphisme de [ sur !’; on ap(l?) = !p(l)= 1! 
(car par döfinition, si 2;€o, el, p(£x;y;) = Zx; ply,)). Comme I? =1sil est idem- 
potent, I? = (0) si I est nilpotent, le lemme est d&montre. 

Supposons o quasi-simple a gauche; la somme a de ses ide&aux & gauche minimaux 
nilpotents est un ideal bilatere dans o; car a est &videmment un id&al A gauche; d’autre 
part, si [ est un ideal & gauche minimal de o, et ze o, [x est &gal a (0) ou est un ideal iso- 
morphe ä& I®), et on a (lx)? = I(zl)x <I?z = (0) si I est nilpotent. 

D’apres I, a est done somme directe d’id&aux ä& gauche minimaux nilpotents de 
o; d’apres II et III, ce nombre est fini et ind&pendant de la d&composition consideree. 
Le produit de deux quelconques de ces id&aux &tant nul d’apres le lemme 1, on a a? = (0). 

Nous laisserons de cot& le cas oü o = a, et par suite 0? = (0); on notera seulement 
que, dans ce cas (si on ne suppose pas que o admette des operateurs) les ideaux & 
gauche minimaux de o se reduisent aux sous-groupes cycliques du groupe additif de o, 
dont l’ordre est un m&me nombre premier, o &tant somme directe d’un nombre fini de 
ces SOUS-gTOUpes. 

4. Supposons donc a +0; d’aprös II, il existe alors un nombre fini d’id6aux & 
gauche minimaux I, (1 Si <g) de o, dont la somme % est directe, et telle que o soit 
somme directe de 2 et de a. Les id&aux I; sont &videmment idempotents par definition, 
donc I; = oe,, oü les e, sont des idempotents; par un proc&d& classique°), on peut sup- 
poser que les e; sont orthogonaux (e;e,= 0 pour i #j); dns, se=4+&+'''+ 
on a z= ze pour tout z e £, et d’autre part,comme a est un id&al bilatere, at<ant=(0), 
donc a& = (0). Soit alors r l’annihilateur & droite de e dans o; r est un ideal & droite 
dans o.Onar?=(0), carsizer,yer,onaz=u + v, aveeue,vea,done zy=uy-+ vy; 
or vy=(), puisque ao = (0), et uy = (ue)y = u(ey) = 0 d’apres la definition de r. Il 
en resulte!°) que l’id6al bilatere b engendr& par r est nilpotent. On en conclut que 
&rr= (0); sinon, on aurait Qrb + (0), Zrb serait un idsal A gauche nilpotent, qui 
contiendrait un ideal ä gauche minimal nilpotent, contrairement & la definition de %. 

Ce raisonnement montre donc que e est &l&ment unite de l’anneau 2; en outre, comme 
ag = (0), tout ideal A gauche par rapport ä & est aussi un ideal A gauche par rapport ä 
o, et r&ciproquement. & est donc un anneau sans radical, satisfaisant ä la condition 
minimale, et dont tous les id6aux & gauche minimaux sont isomorphes; autrement dit, 
c’est un anneau simple!!). On sait !!) que 2 est un anneau de matrices d’ordre g sur un 
corps gauche Ä, qu’on peut identifier avec le corps Ke<; sic,(1 Si,j sg) sont les 
unit&es matricielles correspondantes, on peut supposer que l’ideal a gauche 
K= Keut+Koat + Ko, 1SiQgg). 


®) v.d. W., p. 157. 
. 9% v.d. W., p.159. 
10) v. d. W., p. 154. 
1) v.d. W., p.170. 
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5. Etudions maintenant la multiplication entre les elements de £ et ceux de l’ideal 
bilatere a, en supposant a + (0); a est somme directe de p —g id6aux & gauche mini- 
maux nilpotents [; (1 sj sp — g) isomorphes (en tant que o-modules) aux [;. Un id6al [; 
est en particulier isomorphe & un I;en tant que ÄX-module a gauche; il a donc une base par 
rapport & Ä, formee de g el&ments d,, (1 Sk < g)correspondant aux c, (1 SkSg). En 
outre, comme ey; =0sih +k, et c;,C,; = C;,, on a, en raison de l’isomorphie des; et IM 


() en uch khisgisjisp—g). 
La table de multiplication se complete par les relations 

(2) dyca5=0 Ashhkhisggisjsp—g 

(3) dydyy=0 ASKRSGISSTSP—g. 


Il rösulte de (1) (ou aussi directement de l’isomorphie des I; et 1) que, pour tout zea, 
er=rete=(. 

Nous pouvons resumer les resultats pr&cödents dans l’&nonc& qui suit!?): 

Theor&me 1. Un anneau quasi-simple ä gauche o est la somme directe d’un ideal 
bilatere a de carr& nul et d’un ideal a gauche 8, qui est un systeme simple. L’ideal bilatere 
a est l’annihilateur a gauche de v; il est somme directe d’un nombre fini d’ideaux a gauche 
isomorphes (en tant que o-modules) aux ideaux a gauche minimaux de 2; la multiplication 
des elements de 2 et des elöments de a est definie par les relations (1), (2) et (3). En particulier 
l’element unit e de & est elöment unit ü gauche de ». a 

Ajoutons deux remarques; en premier lieu, on notera qu’il n’y a aucune relation 
entre les entiers qg et p —g, qui peuvent prendre des valeurs arbitraires. D’autre part, 
le systeme simple & n’est determine qu’@ une isomorphie pres; en particulier, si [ est un 
ideal A gauche arbitraire dans vo, on peut toujours choisir & de sorte que [ soit somme 
directe de In a et d’un ideal ä gauche contenu dans %. 

6. Pour terminer ce paragraphe, &tudions la structure des ideaux 4 droite d’un 
systeme quasi-simple ä gauche vo, que nous supposerons d&compose en la somme directe 
& + a, conform&ment au th&or&me 1. Soit r un ideal & droite de o; tout element zer 
s’ecrit = y-+ 2, avec yeL, zea; comme ye=y, ze=(, on aze= yet, puisque 
r est ideal A droite; donc on a aussi z= 2— yer. Autrement dit, r est somme directe 
dry =rntety=rna. tr, est un ideal & droite dans le sous-anneau 2; comme & est 
un systeme simple, on peut toujours le supposer represente comme anneau de matrices 
de degr& q sur.un corps gauche X, de sorte que si r, est + (0), il ait, comme K-module, 
la base formee des c,,oual Siss,1 Sj< g, s &tant unnombre entiertelquel Ss Sg. 
Comme r est id6al a droite dans o, il doit contenir tous les el&ments c,,d,, puri SıSs, 
1sj,hsg, Asksp—.g; autrement dit, d’aprös (1), t, est un sous-groupe additif 
de a, qui doit contenir les e&l&ments d;, de a, pour tous les entiers tels ue 1Sı Ss et 
1sksp-—-g. Reciproquement, si r, est un ideal & droite du sous-anneau %, et r, un 
sous-groupe additif de a, soumis uniquement & la condition precedente, r=tr, +t, est 
un ideal ä droite deo,caronar 2<r,t,a<tr, et r,0 = (0). 

En particulier, comme un ideal ä droite non nul du sous-anneau & n’est jamais 
nilpotent, on voit qu’un ideal ä droite de o ne peut ötre nilpotent que s’il est contenu 
dans a. 

$ 2. Etude du cas göntral. 
I. La decomposition ä gauche du premier degre. 


7. Soit o un anneau que nous supposerons d’abord soumis uniquement & la con- 
dition minimale pour les ideaux ä gauche. Soit I un ideal & gauche minimal de o, et & la 


14) cf. Ch. Hopkins, loc. cit.5), p. 715—720. 
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somme des id6aux ä gauche minimaux de o isomorphes A | (en tant que o-modules & gauche). 
& est un ideal bilatere de o; car c’est &videmment un ideal aA gauche, et d’autre part, si 
l’ est un id&al A gauche minimal de o, isomorphe ä I, l’z est (0) ou est isomorphe ä& I, donc 
est contenu dans &, quel que soit zeo. 

D’apres I et IV, & est done somme directe d’un nombre fini p d’id6aux ä gauche 
minimaux, tous isomorphes. On voit comme au n? 3 que la somme a des id&aux & gauche 
minimaux nilpotents isomorphes & | est un ideal bilatere dans o, tel que a? = (0). 

Laissons encore de cot& tout d’abord le cas ou a= ©. ©@ est alors somme directe 
de a et d’un nombre fini g d’id&aux A gauche minimaux I; (| Si sg) isomorphes A I et 
idempotents; on a |; = ve,, oü e; est idem potent, et on peut supposer que ee, = 0 pour 
i+j. Si 2 est la somme direete ds l,ete=e&, +&+ :--+ e, e est element unite A 
droite de £, et on a a = (0), donc aussi a& = (0). Soit alors r l’annihilateur & droite 
de e dans o; r est id6al a droite dans o, done aussi r’ = rn ®, puisque est id6al bilatere 
dans 0. On montre comme au n® 4 quer’? = (0), etilen rösulte ue £snr'=Lrntr= (0); 
donc e est &löment unite de £, et, en raison de l’isomorphie des id&aux & gauche minimaux 
contenus dans ®, e est &l&ment unite a gauche de ©. 

Il en resulte que tout ideal ä gauche g dans © est aussi un ideal a gauche dans o. 
On a en effet &g< g par hypothöse, et comme eg = g, &g = 9; d’oü ’ 

og = 0(&g) = (0Ö)g< &g = 9, 
ce qui d&emontre la proposition. 

On en deduit que & est un sous-anneau quasi-simple ä gauche de o; sa structure 
(en tant que sous-anneau, c’est-A-dire en ce qui concerne la multiplication entre eux de 
ses el&ments) est donc &lucidee par le th&or&me 1. 

8. Op6rons maintenant comme nous venons de le faire pour tous les id6aux ä gauche 
minimaux idempotents de vo. On d£finit ainsi une famille (©,;) d’id6aux bilateres de o, 
dont chacun est somme directe d’un nombre fini d’id&aux ä gauche minimaux de o, tous 
isomorphes; en outre, deux id&aux & gauche minimaux, contenus dans deux ®, distincts, 
ne peuvent &tre isomorphes par definition. 

Il en resulte que la somme & des ideaux bilateres &; est directe; en effet, soit &’ 
la somme des &; d’indice j #i; si l’intersection de ®; et de ®’ ne se r&duisait pas & (0), 
ce serait un ideal bilatere de o, qui contiendrait donc un idöal aA gauche minimal I; or I 
est contenu dans ®,, et d’autre part, d’aprös I et II, est isomorphe ä un id6al ä gauche 
minimal contenu dans un ®, d’indice +i, ce qui est impossible, d’oü la proposition. 

D’apres IV, les &; sont donc en nombre fini n. Nous designerons par 2; le syst&me 
simple contenu dans @&,, par a, l’ideal bilatere de o, somme des id&aux & gauche nilpotents 
contenus dans @,, par e/; l’&l&ment units de £,, qui est aussi ölöment units & gauche de 


G. Ona &,6,< &r &,, done &;&, = (0) pour i #j; si on pose e' = = Ze, e’ est &l6- 


ment unite du systeme semi-simple 2 = Z8 et el&ment unite ä gauche de &; en outre, 
sia= Zu on aa = (0). 

Come au n°7, on voit que tout ideal a gauche g dans ©, est aussi ideal a gauche 
dans v, la r&ciproque &tant triviale; en outre, si pour zeg, on pose x = 22, x,e®,, 


on a 2; =e,x,=e;zeg par hypothese, donc g est la somme directe des id&aux & gauche 
4: = gr ©;; la structure de ces derniers &tant determinee gräce & II et aux rösultats du 
$ 1, la structure des id&aux ä& gauche dans o, contenus dans ®, est donc bien connue. 


Enfin, si r est un ideal a droite dans &, on peut &crire, pour tout zer, x = Zu +7, 


avec ze et x ea; comme ze =(,ona x, = ze; = ze;er, donc aussi z’ € r; autre- 
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ment dit, rest somme directe des intersections tn ,=rzetrna=r’. r,est un ideal 
ä droite dans le sous-anneau $,, r’ un sous-groupe additif da,ettonar=r,Q, =r, 
r;a<r’. Reciproquement, si les r;, sont des id&aux ä droite dans 2, (1 SisSn)etr' un 
sous-groupe additif de a, tel que rza<r’ pouri Si Sn, la somme directe des r, et de r’ 
est un ideal ä droite dans &. Remarquons que, si r est un ideal & droite de o, il en est de 
meme de rn. a;; il en resulte que, si a; + (0), et sir est un idöal ä droite minimal de o, 
contenu dans G,onar=rna,. Sinon, on aurait tn a, = (0), puisque r est minimal, 
et il rösulte du n?6 que, si a, + (0), aucun ideal & droite non nul de ©, ne peut satis- 
faire & cette condition. Ainsi, un ideal & droite minimal de o, contenu dans &,, est n&- 
cessairement de carre nul si a; # (0). 

9. Tenons compte maintenant des ideaux & gauche minimaux de o, qui sont nil- 
potents ainsi que tous leurs isomorphes. La somme de tous ces id&aux isomorphes & l’un 
d’eux est encore un ideal bilatere dans o, qui est cette fois de carr& nul. Soient u, 
(1 skx<er) ces ideaux bilatöres; le möme raisonnement qu’au n® 8 montre que la somme 
des @, et des u, est directe, ce qui entraine 

&,u, = u,6, = u,u; = (0) (sısnishksr). 
Nous pouvons donc resumer les resultats de ce paragraphe dans l’&nonc& suivant!®): 

Th6or&me 2. Dans un anneau o satisfaisant a la condition minimale pour les id&aux 
ü gauche: 1° la somme des ideaux ä gauche minimauz est une somme directe d’un nombre 
fini d’ideaux bilateres, les uns &tant de carr& nul, les autres ©, des anneaux quasi-simples 
ü gauche non nilpotents; 2° tout ideal d gauche dans un ©, est ideal a gauche dans o. 


$3. Etude du cas gen6ral. 
II. La decomposition bilatere du premier degre. 


10. A partir de maintenant, nous supposerons que l’anneau o satisfait & la condition 
minimale, ä la fois pour les id6aux & gauche et pour les ideaux & droite. 

On definit &videmment comme au $ 1 la notion d’anneau guasi-simple ä droite, 
et le th&or&me 2, applique cette fois aux id6aux & droite minimaux de o, montre que la 
somme de ces id&aux est une somme directe d’id&aux bilateres en nombre fini, les uns 
etant de carr& nul, les autres ®, (1 < j < m) &tant des anneaux quasi-simples & droite 
non nilpotents. Nous nous proposons d’abord d’&tudier les relations mutuelles entre 
les ©, et les ®,; nous designerons par b, l’id6al bilat£re somme des id&aux & droite nil- 
potents contenus dans ®,; ®, est somme directe de b, et d’un anneau simple ®,, qui 
n’est determine qu’ä une isomorphie pres; on dösignera par e/ l’&l&ment units de R,, 
qui est aussi element unite ä droite de ®,; rappelons enfin qu’on a R,b, = (0). 

11. Considerons en premier lieu le cas oü un des ®; est simple, c’est-A-dire a; = (0), 
2%, = &,. Tout ideal & droite r par rapport ä ©, est alors id&al & droite par rapport & o, 
car @,0 est contenu dans &,, et contient &;e;= ©, done &,o = &;; par suite 
ro = (t&,)o = r(G,0) = r&,;,=r. ©, est done somme d’id&aux & droite minimaux de o, 
non nilpotents; comme ®, est un anneau simple, ®, est contenu dans un R,, et, comme #, 
est un anneau simple, et &, un ideal bilatere dans R,, &; = #,. Enfin, comme tout 
ideal a gauche minimal de o, contenu dans ®,, n’est pas nilpotent, on a n&cessairement 
b,= (0), 89, = R, = ©, d’apres la remarque finale du n? 8, appliquee en permutant 
les röles joues par les id&aux & droite et les ideaux & gauche. 

La somme de tous les &,; qui sont simples coincide done avec celle de tous les ®, 
qui sont simples; elle constitue un ideal bilatere ® de o, qui est un sous-anneau semi- 
simple de vo. On sait!?) que o est somme directe de ® et d’un ideal bilatere €, et le sous- 


5) Voir p. ex. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, p. 87. 
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anneau € satisfait &videmment aux conditions minimales pour les id6aux & gauche et 
les ideaux & droite, et ne contient plus aucun ideal bilatere qui soit simple. En rem- 
plagant au besoin o par €, nous pouvons supposer, pour la simplicit& de l’expose, que 
o ne contient aucun ©; simple, autrement dit que a; # (0) pour 1 Sin, ce qui en- 
traine b, + (0) pour 1 Sj m, d’apres ce qui precede. 


12. Pour tout couple d’indices i, j, d, = &;n®, est un ideal bilatere dans o. Tout 
id6al ä droite minimal de o, contenu dans bd,,, est nöcessairement de carr& nul, puisqu’il 
est contenu dans ©; (remarque finale du n® 8); donc b,;,, qui est somme directe d’ideaux 
ä droite minimaux de o, d’apres II, est contenu dans b,, et on voit de m&me qu’il est 
contenu dans a;; autrement dit d,,=a;r b,, ce qui entraine en particulier 


G;n R,= gun ®, ge; (0), 
et a fortiori &;n R, = (0). Comme R,g, est contenu dans &;n R,, on a RL; = (0). 
On en deduit que l’intersection des syst&mes semi-simples & = P; ge R= Z R, 
i= i= 


se reduit & 0, donc que leur somme est directe. En effet, on a, d’apr&s ce qui pre&cede, 
N,e, = (0), done Re’ = (0), et comme e’ est el&ment unit& pour 2, le seul element de 
ENNR est necessairement (0. 


13. Nous venons de voir qu’on a e/ e, = 0 quels que soien# i et j; montrons en outre 
qu’on peut profiter de l’indetermination des R,, qui ne sont deiinis qu’& une isomorphie 


pres, pour les definir de sorte qu’on ait aussi ee, =(. Il suffira de choisir les R, de 


sorte que e’e, = 0 quel que soit j, car cette relation &quivaut & Bei e, = 0), et comme 
i=1 


rn . . ’ FE, u 5 
e;e,; € &,; et que la somme des ®, est directe, on en tire e;e; = 0 quel que soit i. 


Si r est l’id6al a droite annihilateur ä droite de e’ dans o, o est somme directe de 
= Z &;=e’vet der. Ilenresulte que ®, est somme directe de &Gn®, et de ®,r rt; 
ı= 


en effet, i ze®,onaxz=y-+ z, avee ye®et zer; doüe'z=e'y=y, et comme 
D, est un ideal bilatere, ye ®,, puis ze ®,; de la möme maniere, on voit d’ailleurs que 
&n®, est somme directe des d,, = &,n®, pour 1 Si<n, donc est un ideal bilatere 
de carr& nul, contenu dans b,. Quant A ®,r rt, il est, d’apres II, somme directe d’ileaux 
ä droite minimaux isomorphes; et le raisonnement du n° 7 montre qu’on peut prendre 
pour R, la somme (directe) de ceux de ces id&aux qui sont idempotents. Comme on aura 
alors R,<r, on a bien e’e'/ = 0. Nous supposerons desormais que les R, ont &t& deter- 
mines de cette maniere; alors la somme directe BP, = &+NR est un sous-anneau semi- 
simple de o, que nous appellerons sa partie principale du premier degre. 


14. Nous allons voir maintenant que o est somme directe de ®, et d’un ideal bilatere. 
En effet, 2 &tant un ideal ä gauche de o, possödant un idempotent e’ et tel que 2 = oe’, 
o est somme directe de 2 et d’un idsal A gauche %’, qui n’est autre que l’annihilateur 
ä gauche de e’ dans o'*). 2’ contient &videmment R, qui est un idsal & droite dans le 
sous-anneau %’, contenant un idempotent e’, et tel que R= e”’%’; donc 2’ est somme 
directe de R et d’un ideal a droite ©, par rapport d 2’, qui est l’annihilateur & droite 
de e’”’ dans 2’. Montrons que ©, est un ideal bilatere dans o; en effet, si ze ©, etueo, 
on a (zu)e’ = z(ue’); on a ue’ € &, done ue’ = e’ue’, et z(ue') = x{e’ ue‘) = (ze’) (ue') = 0 
ce qui montre que zu € &’; d’autre part e’’(zu) = (e’’ x)u = 0, ce qui montre que zu € ©;; 
de la m&me maniere, on voit que uxe ©,, d’oü la proposit on. Nous dirons que ©, est 
la partie rösiduelle du premier degre de o. 


“) y.d. W., p. 157-158. 
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15. La multiplication entre el&ments de ®, est bien connue; il nous reste A chercher 
comment s’effectue la multiplication entre un &löment de ®, et un &löment de ©,, ou 
entre deux &löments de ©.. 

Remarquons d’abord que a,, etant l’anıı'hilateur ä gauche de e; dans &,, est l’inter- 
section de ®; et de &’ (car la relation ue’ = 0 s’6erit zZ ue; = 0, et comme ue; € &, et que 
la somme des ®; est directe, elle entraine ue, = 0); Eye part, on a e, u<6;n R,= (0), 
et par suite e’’a,; = Z e; a; = (0), ce qui montre que a,< ©,, et par suite uea = Fa,< S, 

i= . i=1 
et a=&r ©,. Comme €&,<®n&,=a,onaa=e'&,, donc ©, est somme directe 
de a et de l’annihilateur & drojte r, de e’ dans ©,; r, n’est autre d’ailleurs que l’inter- 
section de ©, et de l’annihilateur ä droite r de e’ dans o, donc rt, est un ideal ä droite 


dans D. 
L’ideal bilatere a est somme directe des a, (| Sisn). Considörons, dans a,, 


l’ideal bilatered, = a,n b(b = Z b,); d, est somme directe desd, = a,nb,pouri Sj< m. 
I= 


En effet, pour tout zed,onar = 23, ou z,€b,, d’oü ze, = 2,6, = z,, et comme 
I= 

a, est bilat£re, zei ea; En outre, on ad; = ae’, car ye’<,;n®=a;rnb, et e” est 
element unit& ä droite pour b; on peut donc d&composer a, en somme directe de b, et de 
l’annihilateur ä gauche a’ de e’”’ dans a;; a; est d’ailleurs l’intersection de a, et de l’anni- 
hilateur a gauche de e” dans o, donc est un ideal ü gauche dans o, somme directe d’id6aux 
ä gauche minimaux de carr& nul, tous isomorphes aux id&aux & gauche minimaux de’ 
2. 

16. On peut operer de m&me pour les id&aux bilateres b, (1 sj=s m). Chacun 
d’eux est somme directe des d4; tels que 1Si<n, et d’un ideal & droite b’, dans o, qui 
est l’annihilateur ä droite de e’ dans b,. Comme b< ©, ona b', < Tg d’ apres la definition 


der,. Posons b’ = 2; (somme directe); il est clairqueb’ =® rn 1; doneyge"<®drnuy=b’ 


(puisque ® est bilatöre), et comme e’ est el&ment unit& ä droite de b’, we’ =b’; 
peut done d&composcr tr, en somme directe de b’ et de l’annihilateur & gauche 0, de jr 
dans t,; 0, est un ideal A gauche dans le sous-anneau r,, mais non dans o en general; on 
peut seulement dire que c’est un sous-anneau de Do. 

Finalement, on voit qu’on a obtenu la d&composition de o en somme directe 

(4) 0= EU + ER + Z Edu+ Zu + 36, +0. 

17. Dans chacun des termes de la d&composition (4), qui sont tous des sous-anneaux 
de o, la multiplication de deux &l&ments est bien definie, sauf en ce qui concerne o,, sur 
lequel nous reviendrons au $4. Reste & &tudier, d’apr&s ce qui pr&cede, la multiplication 
entre deux &l&ments appartenant & des termes distincts de (4). 

D’apres le n’13, on a ,R=R,L;= (0). Ona %d,;,=d,R,= (0) ihz+i 
et j #k; nous röservons pour le moment les produits 2;d,, et d,,R%,. On a, quels que 
soient A,i ‚Ih k, du2, = (de, )&, = = die) '8,)=(0), et de mö&öme Ruby = (0). Les 
produits &;,a; &% b' ;R, ont &t6 etudi6s au $1; on a en outre 2,a, = b. ‚Re = ()sih+i 
et j+k,eta, ‚2 = Rd, = = (0) quels que soient Ah,i,j,k. Comme a;e” = (0) par de- 
finition, et ea, <®rna;= (0) ona a, R,= R,a, = = (0), et de möme $, ‚b' = 5, & = (0) 
quels que soient i et j. Enfin, on a, par definition, e’o, = o,e' = e”o, = 0,e" = (Ü), 
donc 2,0, = 0,8; = R,0, = 0,8, = (0) quels que soient i et j. 

De la m&me maniere, on voit que bya, = = a,d, = = dub, = bid y= (0), dd. = (0), 
et d,,0, = 0,d,= (0) quels que soient A,i,j,%k; puis b' a, = (be) (e;a‘) = (0), et de 
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möme 0,0} = o,(e;a‘) = (v,€;)a; = (0), et, b. ‚= (0). Comme a’ est contenu dans l’ideal 
bilatere a, a. ;0,< a,; mais d’autre part a, ;0,]e'’ = (0) done a,0,< < a; g apres la definition 
de a‘; on voit de m&me que o, B; = b; quel que soit 7. Par ailleurs a,a,; = (0) et b’ = = (0) 
sih #ietj +k; enfin, oomme a,<q, b' <b,onaa, ;b; <arb, = b,,; nous Mint Sr 
ci-dessous sur la formation de ce produit. 


18. Nous pouvons donc @noncer le th&oreme suivant: 

Thesor&me 3. Si ovest un anneau satisfaisant ü la condition minimale pour les ideaux 
ä droite et les ideaux ä gauche, il peut se decomposer en la somme directe (4). Dans cette 
somme, les 2, et R, sont des systömes simples, sommes respectives d’ideaux ä gauche et 
ideaux ä droite minimaux de o; les d,, sont des ıideaux bilateres de carre nul, les a‘ des 
ideaux d gauche de carre nul, les b“ des ideaux ä droite de carre nul, o, un sous-anneau de o. 


N m 72 . x 2 . 
Enfin, ©, = 5 Ed, + Sa + zb, + 0, est un ideal bilatere dans o, et la multiplication 
i=1j=1 i=1 j=1 


des termes de (4) se fait selon la table suivante (oü le produit qui figure dans une case a 
pour premier facteur celui de la ligne correspondante, comme second facteur celui de 


la colonne): 





























































































































Il, IR ul | | | © Lu 
Pr u U 0 0 0 du | 0 a, 0 0 0 0 
8, 0 g, 0 0 0 d,,; 0 a, 0 0 N) 
rl olJloInJ|oJoJ|oJ|oJ|oJ)|o|o]|o 
N, | 0 0 oI%|o 0 0 0 0 0 0 
10 0 0 | 2,10 0 0 0 0 0 0 
d,, 0 7937 © 0 0 0 0 0 0 0 
a, 0 0 0 0 0 0 0 0 | <d,|<dul<ca 
a‘ 0 0 0 0 0 0 0 0 I<d, |<, |<a 
su, l|olo|5 JoJo|J|o|J|o|o/|o o|o 
b, 0 0 0 b, 0 0 0 0 0 0 0 
ss |o|oJ|oJ|oJoJo|Jo| o|<H|<H|<o, 

(k+i,j+h) 


19. Pour completer ce resultat, etudions d’abord plus en detail les produits 2;b,, 
et d,R,; d’apr&s la table precedente, la multiplication d’un element de d,, et d’un &le- 
ment quelconque de o est connue si on sait comment se fait le produit d’un &l&ment de 
£, par un element de D,,, et celui d’un element de d,, par un &l&ment de R,; autrement 
dit, il n’y a & considerer que la structure de d,, en tant que 2,;-module ä gauche, et R;- 
module & droite, ces deux structures satisfaisant ä la condition d’assoeciativite u(zv)=(uz)v, 
pour zebd;, uet,, ve,; cela s’exprime encore en disant que d,, est un bimodule 
(„Doppelmodul‘) par rapport & 2, (& gauche) et R, (ä droite)!5). On sait qu’on peut 
encore considerer un tel bimodule comme module ä gauche par rapport au produit kro- 





16) v.d. W., p. 131. 
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neckerien USOR de l’anneau £, par l’annsau R; oppose („invers-isomarph‘“) de R,'); 
la structure de bimodule de d,, döpend donc essentiellement de celle de cet anneau pro- 
duit. Le cas le plus interessant est celui oü 2;®9R° est semi-simple (ce qui se produira 
par exemple lorsque les centres de 2, et R, sont des extensions söparables d’un mö&me 
corps commutatif!”)); on sait alors!®) que d,, est somme directe de modules simples iso- 
morphes aux ideaux & gauche minimaux de OR; (l’el&ment unit& de OR; stant 
operateur unit de d,,, comme il resulte du th. 1). 

20. Considerons maintenant le produit a;b‘, quiest un ideal bilatere de o, contenu 
dans d,., comme nous l’avons vu ci-dessus. Il resulte du $1 (n®5) que l’on peut mettre 
a; sous la forme 8,a, oü a est un &l&ment de a; (par exemple l’&l&ment zu; avec les 


notations du n°5, j parcourant les indices qui correspondent aux id&aux minimaux nil- 
potents de o, isomorphes aux id6&aux minimaux de £,, dont a, est la somme directe). 
De m&me, on peut &crire b; = bR,, oü be b'; donc a,b’ = 2,abR,. La structure de b,,, 
comme $2,-module a gauche et R,-module ä droite &tant supposee connue (n?19), le 
produit a;b; sera entiörement dötermine par la connaissance de l’6lement ab. Mais cet 
element n’est pas arbitraire dans d,,, en raison de la multiplication de a; et b; par les ele- 
ments de o,; en effet, pour tout ze o,, il existe un u € 2, (en göneral determine seulement 
modulo un ideal a gauche de £,), tel que ax = ua, et de m&me, il existe ve R, tel que 
zb = bv; il faudra, en vertu de l’associativits, que pour tout ze o,, on ait u(ab) = (ab). 

21. Remarquons encore que, dans la decomposition (4), les termes d’une quelconque 
des six especes qui y figurent peuvent &tre nuls. 

Enfin, cherchons & quelle condition l’anneau o peut avoir un @löment unit e. On 


u m n m 
peut Ecrrre e=g,,+& +8 +&%+e+e, avec e es%, ea eeR, & ed 
ı1= = = = 


Sb, &€ 05; si x - x, est la d&composition analogue d’un el&ment quel- 
conque de o, on constate aisement, en &crivant les relations ex = ze = r, et tenant 
compte de la table de multiplication, qu’on doit avoir ,=e,, =e",, =, =&5 =, 
et enfin que e, = u doit &tre element unite de o,, op6rateur unite & droite de chacun des 
a’, et operateur unit& a gauche de chacun des b/; et röciproquement, si ces conditions 
sont remplies, e=e’ + e'’ + u est el&ment unite de o. 


nn; ws 
e& e 2a, ee Ib 
= ; 


84. Etude du cas gönsral. 
III. Les decompositions de degre superieur. 


22. Nous n’avons pas tenu compte, dans le $3, des id6&aux minimaux & gauche 
(resp. ä droite) de o, qui sont nilpotents ainsi que tous leurs isomorphes. Nous desi- 
gnerons par u (resp. vd) la somme de tous ces id&aux; on sait, d’aprös le $ 2, que u est un 
id6al bilatöre de o, de carr& nul, somme directe d’un nombre fini d’id6aux & gauche mini- 
maux nilpotents; en outre, la somme & + u est directe, ce qui entraine Gu = u® = (0), . 
et en particulier eu = ue’ = (0). D’autre part, Dr u est un ideal bilatere de carre nul 
contenu dans ®, donc contenu dans b; a fortiori Du<b, donc e’u<b, et comme 
e’u=e'e'u)ge”'b=(0),, ona e’u= (0). 


16) v.d. W., p. 208; le th&oröme n’y est d&montre que dans le cas oüı les deux anneaux d’op6rateurs sont des 
algebres ayant m&me corps de base; mais on l’&tend facilement au cas general, en d6finissant le produit kroneckörien, 
ou produit tensoriel, de deux anneaux quelconques, comme le fait H. Whitney (Tensor products of abelian groups, Duke 
Math. Journ., t.4 (1938), p. 495—528). 

17) v. d. W., p. 176—177. 

18) v. d. W., p.179. 
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Ces proprietes de u montrent, d’apres les n” 14 et 15, que l!’on a u<b’+o,; on 
peut voir en outre que u est somme directe de W" =unb’ et u =un0,. En effet, on 
peut &crire, pour tout &l&ment zeu, <= y-+ z avec yeb’ et ze o,; comme u est un 
ideal bilatere, il contient xe’’ = ye’”’ = y, done aussi z = x — y; autrement dit, on a bien 
yeunb’, zeun od; 

D’aprös la table de multiplication du th. 3, u’ = un b’ est d’ailleurs un ideal bila- 
tere dans o; il suffit pour le voir de remarquer que u est annul& a gauche par tous les a. 
On peut d’ailleurs, en ‚raisonnant comme ci-dessus, le d&composer en la somme directe 
des ideaux bilateres u) =un b;; chaque b', apparait alors (d’apres II) comme somme 
direete de u‘; et d’un ideal a droite, annule N droite par u, et somme directe d’id6aux & 
droite minimaux nilpotents et isomorphes, id&al que nous designerons par b'. 

De la möme maniere, on a v<a’ + 0,; d est somme directe de v’ = ni na et de 
dv, =0n0; v est un ideal bilatere dans o, somme directe des ideaux bilateres v' =pbn a,; - 
chacun des a; est somme directe de vd! et d’un ideal ä gauche a’;,, annule & gauche par od, 
et somme directe d’id6&aux ä gauche minimaux nilpotents et isomorphes. 

On notera que, si 0, + (0), on ne peut avoir A la fois a’ = (0) et u = (0); car a’ = (0) 
entraine que o, est un ideal a gauche de o, donc, s’il n’est pas nul, il contient au moins un 
ideal a gauche minimal, et comme cet id&al ne peut ötre que nilpotent, u + (0) 

23. Sion pse Y,=a+tb+u+v, N, est un ideal bilatöre, qui est la somme 
de tous les id6aux minimaux (& gauche ou & droite) nilpotents de o; montrons que N=(0). 
En effet, il est immediat, d’aprös.ce qui pr&cöde, que Wi<(anb)+wW+v+(und); 
or, en multipliant A gauche chacun des termes de cette derniere somme par un terme de 
N,, on obtient toujours (0): le seul cas oü ce ne soit pas tout & fait &vident est celui des 
produits up’ et vu’; mais comme v’< a, uv’< ua = (0), et de möme vu’ = (0), ce qui 
etablit la proposition. 

N, est somme directe des d,,, des a, Toy u), v, et de la somme n, = u, + d, (qui 
n’est pas directe en general); n, est un ideal bilatere dans o,, mais non dans o, en general, 
car le produit a; v, n’est en general pas nul et est contenu dans v;, et de m&me ub, 
n’est en gön6ral pas nul, et est contenu dans u). 

24. Considörons l’anneau quotient o/R,; il satisfait A la condition minimale pour 
les ideaux ä gauche et les id&aux ä droite!®). I] est &videmment somme directe de S/Rı 
et de (Pi + N,)/R,; ces deux sous-anneaux sont des ideaux bilateres de o/R,, car 
PıSı< N, et S,Pı<N,; en outre (P, + N,)/N, est un anneau isomorphe dä ®,, done 
semi-simple. La structure de o/R, se ramöne done ä celle de l’anneau ©,/R,, qui satis- 
fait &videmment & la condition minimale pour les id6anx ä gauche et les ideaux & droite. 

L’anneau ©&,/R, est d’ailleurs isomorphe & o,/t,- En effet, pour tout ze ©,, soit 
x l’el&ment de o, (bien determine) qui figure dans la d&composition de x d’aprös la for- 
mule (4) du $3; la correspondance z> z est, d’aprös la table de multiplication du th. 3, 
un homomorphisme de l’anneau ©, sur l’anneau o,; en outre, d’aprös les döfinitions de N, 
et n,, lesrelations c= y(mod.N,) et z = y(mod. n,) sont &quivalentes, d’oü la proposition. 

25. Considerons la decomposition du premier degre de l’anneau &,/R,; la partie 
principale du premier degr& de cet anneau est de la forme P,/R,, oü ®, est, dans o, la 
somme d’un id6al ä droite et d’un idsal A gauche, dont l’intersection se reduit & N,; la 
partie rösiduelle du premier degre de ©,/R, est de la forme &,/R,, oü ©, est un ideal 
bilatere de o, dont l’intersection avec ®, se röduit a N,. Nous dirons que ®, et ©, sont 
respectivement la partie principale et la partie residuelle du second degre de vo. La somme 
de tous les ide&aux minimaux nilpotents (& gauche et & droite) de &,/R, est un ideal bila- 

’) C'est immediat, tout ideal & gauche (resp. ä droite) de o/R, &tant de la forme IR, (resp. ı/R,) ot I (resp. t) 
est un id6al & gauche (resp. & droite) contenant N,, et r&ciproquement. 
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tere de cube nul, N,/N,, oü N, est un ideal bilatere de o, contenant N, et contenu dans 
&,; comme W<N,onaN = (0). 

L’anneau (S;/R,)/{Nz/N,) = Sp/N, satisfait A la condition minimale pour ses 
ideaux & droite et ses id&aux & gauche; on peut donc de nouveau sonsiderer sa decom- 
position du premier degre, ce qui conduit ä definir une partie princeipale ®, et une partie 
residuelle ©, du treisieme degre de o, ainsi qu’un ideal bilatere nilpotent N,, contenant N, 
et contenu dans ©,, et tel que N,/N, soit la somme de tous les ide&aux nilpotents mini- 
maux (& gauche et & droite) de S,/R,- 

26. En procedant ainsi par r&currence, on obtient une suite de&croissante (&,) et 
une suite croissante (N,) d’ideaux bilateres de o. D’apr&s la condition minimale, il existe 
un indice p tel que ©, = ©, pour k > p. Sion suppose en outre que o satisfait Ala con- 
dition maximale pour ses id&aux ä& gauche (ou & droite), il existe aussi un indice g tel que 
N,=N, pour k>g. Dans ce cas, on a aussi &,—=N, pour k>g; en effet, l’ideal 
&,+/N,, dans ©,/R,, ne contient aucun ideal & gauche minimal; il est done nul. 

D’une facon generale, soit T le radical de o. Il est clair que T contient tous les N,, 
puisque ces derniers sont des id&aux nilpotents. D’autre part, montrons que 7 est con- 
tenu dans tous les &,. En effet, pour tout ze T, on peut &crire = y-+ z, avec yet 
et ze 2’ (n®14), donc ze’ = ye’ = yeT, puisque 7 est id6al bilatere; autrement dit, 
Test somme directe des id6aux & gauche Tr Let Tr 2’; mais comme 7 est nilpotent, 
d’apres le th&or&me de Ch. Hopkins?°), il en est de möme de Tr 8, done Tn& = (0), 
puisque & ne contient aucun id6al ä gauche nilpotent. On a done T< ®’, et on voit de 
mö&me que T< ©,. Comme N, est nilpotent, tout ideal nilpotent de ©,/R, est de la forme 
n/R,, oü n est un ideal nilpotent de o; done, le radical de S,/N, n’est autre que T/N;; 
il en resulte que T/R,< Sz/R,, d’oü T< ©,; le raisonnement se poursuit ainsi par r6- 
currence, d’oü la proposition. 

27. Revenons au cas oü il existe un indice g tel ue®,=N, pourk>g. D’apres 
ce qui precede, N, = ©,;, est le radical de o*!); nous allons voir en outre que l’anneau 
semi-simple o/R, est isomorphe & la somme directe des anneaux semi-simples ®,/R,_ı 
Isksg-+N1). 

En effet, soit x un el&ment quelconque de o; on peut l’ecrire x = x, + y,, avec 
X € Pı, yı€e ©,- Ona ensuite y, =, + Y,, oü yı est la classe (mod. N,) de y,, et 2, 
un el&ment de ®,/R,, y, un el&ment de &,/R,; done, on peut &erire „= 4 + Ya + 2, 
avec ge Pa, Ya Sp, Z1E N. En proc&dant de proche en proche, on obtient ainsi une 
decomposition 


(5) s=-E n+la 


ouzeP,zeN,. Sir 3 E77 r Z 2; est une seconde d&ecomposition de möme nature, 
onax, = x, (mod.N, ,). En effet, en azı=zd apres le $ 3, puis, comme ®B,< ©;_,, 
z, = 2, (mod. ©,), donc, puisque Br & = N,, x, = x, (mod. N,); on en tire 2, = 2, 
(mod. &,), d’oü de möme x, = x, (mod. N,), et ainsi de suite. Si maintenant 
g+1 q a a4 , ur 
ı=2 ur22,% =21.+22 
sont deux &l&öments de o d&composes de cette maniere, on a 
‚ g+1 ’ q 7 g+1 ! 
at !=I(ntn)+ Lat 2)= 3 (m + 2) (mod. %,) 


20) Ioc., cit.5) p. 714. 

21) ]] est d’ailleurs inutile de s’appuyer sur le th&oröme de Ch. Hopkins pour obtenir ce resultat. En effet, 
par le möme raisonnement que celui que nous venons de faire pour Z, on voit que tout ideal bilatöre nilpotent est 
contenu dans tous les ©;; si ©; ı est nilpotent, c’est donc le radical. 
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et d’autre part 
’ g+1 ‚ g+1 ‚ 
= 21, +2 2%2%,+ 
i=1 6,j=1 
i+j 


Or, si i<j, P,;< ©, done BP,<PBS;< N, et de möme P,P;<R,. Donc 


a1 q ’ ’ 4 ’ 
- - (2,2, + 2,%;) +2 2,2;. 
i=1 j= Zu 


g+1 a ’ an 
ar = Z 2,2, (mod. N,), ce qui &tablit la proposition. 


On peut schömatiser les relations mutuelles des ®,, ©; et N,, dans le cas qui nous 
occupe, de la fagon suivante: 























(I) EN M<- NA N, = T 
——11. we 
Pı P, Pa q Baum, 
6, 
E | 
© | 
©, Io; 
N) 











Lorsqu’on ne suppose plus que o satisfait a une condition maximale, il y aurait lieu de 
voir si la suite croissante des N, peut ou non ötre infinie (voir n? 33). 


8 5. Ftude de quelques cas particuliers. 


28. Les resultats du $ 4 sont encore loin de resoudre complötement le probleme 
de la structure des syst&mes hypercomplexes generaux. Möme dans la table de multi- 
plication entre e&l&ments de la somme & + ® des ideaux & gauche et des id6aux & droite 
minimaux de o, il reste, comme on l’a vu au $3, des impr&eisions provenant de la pre- 
sence de l’anneau o,; quant aux decompositions de degre superieur, elles ne renseignent 
que sur la multiplication des classes suivant les id6aux N,, mais non sur la multiplication 
des elöments de ces classes. 

Toutefois, les resultats que nous avons obtenus permettent d’ebaucher une classi- 
fication des anneaux satisfaisant aux conditions maximale et minimale, basee sur la 
presence ou l’absence des diverses parties que nous avons &t& amen& & introduire dans 
les decompositions successives de vo. De ce point de vue, les anneaux dont la structure 
est la moins complexe sont les anneaux semi-simples, qui peuvent ötre consideres comme 
bien connus. Immediatement apres, dans l’ordre de complexit& croissante, viendraient 
les anneaux o pour lesquels o, = (0), la decomposition s’arr&tant donc au premier degre. 
Les resultats du $3 montrent que la structure de o doit encore ötre consideree comme 
elucid6e dans ce cas, pourvu qu’on connaisse celle des produits kroneckeriens 2, ®@ RR}; 
les. difficultes relatives aux produits a,b; (n°20) disparaissent dans ce cas, du fait que 
o, est nul; l’element ab qui intervient dans la determination de ce produit est alors un 
element arbitraire de b,,. 
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29. Le cas qui vient ensuite est celui oü la decomposition s’arröte au second degre£, 
’anneau ©,/R,, ou, ce qui revient au möme, o,/t,, etant semi-simple. Nous examinerons 
seulement quelques particularisations de ce cas. 

En premier lieu, si on suppose n? = (0) (en general on a seulement n? = (0)), la 
structure de n,, en tant que o,-module (& droite et ä gauche), se ramene & la structure 
d’un o,/n,-module (& droite et A gauche); en effet, si x e n,, et sia et b sont deux &l&ments 
de o, tels que a = b (mod. n,), on a ax = bz et za = zb, en vertu de l’hypothöse sur n.. 
Si on suppose en outre que l’&l&ment unit& de o,/n, est operateur unit& de n,, la structure 
de ce module est determinee par un th&or&me connu??). Pour passer de la ä la structure 
de o, lui-m&me, il faudrait savoir choisir, dans chaque classe (mod. n,) de o,, un &l&ment 
particulier, de sorte que la loi de multiplication de ces el&ments entre eux soit bien deter- 
minee; mais c’est la un probl&me qu’on ne sait r&soudre jusqu’ici que dans des cas tr&s 
particuliers®®). 

De la möme mani£re, si v! = (0),onaa! = a), et a;n, = n,a; = (0), donc la struc- 
ture de a; comme o,-module & droite, se ramöne & la structure d’un o,/n,-module & droite; 
a’ peut ötre consider comme &,-module ä gauche, et o,/n,-module & droite, et sa struc- 
ture depend donc de celle du produit kroneckerien 2? ® (o,/n,). On &tudierait de la 
möme facon la structure de b; lorsque u) = (0); mais m&öme en supposant toutes ces 
conditions remplies, la determination du produit a,b‘ reste un probleme qui parait difficile. 

30. Un cas oü les d&compositions de o se simplifient est celui oü o est commutatif. 
Un anneau guasi-simple (& gauche ou & droite), commutatif et de carr& non nul est ne&- 
cessairement, en effet, un corps commutatif: car un syst&me quasi-simple ä gauche et 
non simple contient des id&aux & gauche minimaux non nilpotents, et ne contient que 
des id&aux & droite minimaux nilpotents (n? 8); il ne peut donc ötre commutatif. Dans 
la decomposition du premier degre de o, la partie principale ®, est donc un ideal de o, 
somme directe de corps commutatifs s’annulant mutuellement; on a 0, = ©, et N, est un 
ideal de carre nul, scmme directe des id&aux minimaux nilpotents de o. 

Comme exemple d’anneaux o commutatifs, citons l’anneau des classes de restes 
Z/(p"), oü p est un nombre premier; la multiplication Iy est bien connue. On trouve 
aisementlesid&aux minimaux:siunideal contient un element 2=a,p"" +: +a, ‚p"*! 
((sa<sp-—A,a,,*+0), il contient aussi px = a,_,p""" (mod. p") et sir est un 
entier tel que ra, , = 1 (mod. p), il contient p""' = rp*x (mod. p"). Or, il est clair que 
ideal engendr& par p"" (et form& des p &l&ments 0, p"", 2p"!,...,(p—4)p""") est 
minimal; c’est donc le seul ideal minimal de o, et comme il est nilpotent sin >1, c’est 
l’ideal N, de notre decomposition. L’anneau o/R, = ©,/R, est isomorphe & Z/(p"""); 
donc N, est l’ideal engendr& par p"* dans o. Par recurrence, on voit ainsi qu’on a ici 
P, = (0) purisksn—1,et B,=0;N,pourisksn—1, est l’ideal nilpotent 
engendr& par p"*; en particulier, le radical T = N,_, est l’id6al engendr& par p; enfin, 
o/T est le corps Z/(p) des classes de restes modulo p. 

31. Comme autre exemple d’anneau o commutatif, considerons l’algebre des quater- 
nions sur un corps K de caracteristique 2. La base (1, i,j, k) de cette algebre a alors pour 
table de multiplicatin ?=jP?=kK=1, j=ji=k jk=kj=i, k=ik=j,o est 
bien commutatif. Si un ideal a de o contient z=a+bi+cj + dk, il contient aussi 
l+i+j+kh)=la+b+c+di+i+tj+kh;sia+b+c+d=+l,ilcontient 
done, =i+i+j+ksia=b+c+d,2=bil +i) +cl +j) +dlil + k);acon- 
tient alors (1 +i)e=(c+d)(1 +:i-+ j + k), donc encore e, sic+ d +0; et de möme, 

22) En supposant connue la structuredu produit kroneck£rien de o,/n, par l’anneau oppose; voir notes!*) et !®) 

2) Voir par exemple K. Kodaira, Über die Struktur des endlichen, vollständig primären Ringes mit verschwin 
dendem Radikalquadrat, Jap. Journ. of Math., t. 14 (1938), p. 15—21. 
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acontient,idb+c#+0,ousb+d+0; enfn,ib=c=d, z=bil +Hi+j+k), 
donc sib #0, a contient e,. Ainsi, tout id&al a + (0) de o contient e,, donc aussi l’ideal 
engendr& par e,; cet ideal, qui n’est autre que Ke,, est donc le seul id&al minimal de o, 
et comme il est nilpotent, c’est l’id6al N, de notre d&composition. L’anneau o/R, est 
alors une algöbre sur X, ayant pour base les classes (mod. N,) des elements 1,3, =1+ 1 
et eg = 1 + j; on constate aisement que les id6aux (e,, e)/(e,) et (e,, es)/(e,) sont mini- 
mauzx dans o/R,, et nilpotents; done N, est la somme des deux ideaux (e,, &) et (e,, 63); 
N, est le radical de o, et o/R, est isomorphe ä K. Les el&ments 1, e,, e, e; forment une 
nouvelle base de o, qui met en &vidence la d&composition invariante de o, et a pour table 
de multiplication 
d=d=-d=(0, 1, = =), 5 = 

32. Il est facile de voir comment se rangent, dans notre classification, les alg&ebres 
ayant un petit nombre d’&l&ments de base, et dont divers auteurs ont donne& des listes 
plus ou moins completes®*). Montrons-le par exemple dans le cas le plus simple, celui 
des algebres ayant deux elements de base e,, e, sur un corps commutatif K. Les 8types®) 
d’algebres o de cette nature se classent de la maniere suivante: 

1) o syst&me simple sur Ä, donc n&cessairement corps commutatif de degr& 2 sur 
K (ce cas disparait lorsque K est algebriquement ferme); table de multiplication: 
= &, 1a =, = ae; + bei. 

2) o somme directe -de deux syst&mes simples s’annulant mutuellement, et qui 
sont donc nöcessairement deux corps commutatifs isomorphes ä K;table: = e,& = &, 
= =). 

3) o somme directe d’un systeme simple, isomorphe & K, et d’un ideal de carr& 
nul, s’annulant mutuellement; table: d=e, 498 = aa =& =). 

4) o systeme quasi-simple & gauche ($ A); table: d = e,, 4% = &, Ga ==). 

5) o syst&me guasi-simple ä droite; table: = e,, 4% =, 34 = &, & =. 

6) o systeme de carr& nul; table: ® = & = &,& = &tı = 0. 

Dans-ces six premiers types, on a o, = (0), la decomposition s’arröte au premier 
degre. Dans les autres, ®, est nöcessairement nul, N, est un ideal bilat&re engendr& par e,, et 
de carre nul, o/R, = ©,/R, est-un systeme n’ayant qu’un el&ment de base, donc isomorphe 
a K ou de carr& nul; on constate aisement, en exprimant les conditions d’associativite, 
qu’il n’y a que deux algebres de cette esp&ce, correspondant respectivement & chacun des 
deux cas possibles pour o/R;: 

7) o/R, isomorphe & K; table: &®=(, e&,& = &tı = e,'& = &. 

8) o/R, de carr& nul; table: ® = 0, 4, = 4 =0, d= ee. 

83. (Note ajoutee pendant la correction des Epreuves). La question posee & la fin du 
n° 27 se r6sout par l’aflirmative. Il suffit pour le voir de considerer l’anneau commu- 
tatif o forme& des classes (mod 1) des nombres rationnels de la forme k/p*, oü p est un 
nombre premier et n prend toutes les valeurs entieres > 0; l’addition dans o est l’addition 
modulo 1, et le produit de deux &l&ments quelconques de o est pris &gal a 0. On v£rifie 
aisement que les seuls id&aux de o (identiques aux sous-groupes du groupe additif de o) 
sont les id6aux a,, a, designant l’ensemble des classes (mod. 1) des nombres rationnels 
k/p*, oü n est fixe; d’oü resulte aussitöt que o satisfait A la condition minimale pour ses 
ide&aux. Toutefois, on a alors N, = a,, donc la suite des N, est infinie. 


*) Voir par exemple Enzyklopädie der math. Wiss. (erste Aufl.), IA 4, p. 166—167, oüı on suppose que les 
algöbres ont le corps des nombres r&els pour base, et admettent un &l&ment unit£. 

3) Cayley, Coll. Math. Papers, t. XII, p. 60—71: on n'y trouve que 7 types d’algöbres, le corps de base &tant 
le corps des nombres complexes. 


Ein gegangen 8. April 1941. 
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Le. th&eor&me de von Staudt 
en geometrie projective quaternionienne. 


Par G. Ancochea ä Salamanca (Espagne). 





Dans une geomötrie projective A corps fondamental quelconque (commutatif ou 
non), de caracteristique + 2!), on definit la projectivite, au sens de von Staudt, entre 
deux figures de rang un, comme correspondance biunivoque qui & toute division har- 
monique laisse correspondre une .autre division harmonique. 

Si le corps fondamental K est commutatif, on d&montre un th&or&me?) qui rösulte 
comme generalisation du th&or&me de von Staudt pour la g&ometrie projective reelle 
et dont l’&nonc& peut se ramener & celui-ci: 

Dans toute projectivite entre deux ponctuelles d’une me&me droite ayant trois points 
doubles, si l’on prend ces points comme points de repere (point-zero, -unite et -de l’in- 
fini), la relation reliant les points homologues &tablit un automorphisme de K. Et reci- 
proquement, un automorphisme quelconque de K definit entre deux ponctuelles d’une m&me 
droite, rapportees aux mömes points de repere, une projectivite dans laquelle sont doubles 
ces points?). 

Si K n’est pas commutatif, la possible extension du th&or&me de von Staudt n’a 
pas encore &t& envisagee. On peut montrer (nous le faisons dans cette Note) dans le cas 
d’un corps quelconque, et d’une maniere tout & fait analogue ä celle dont on fait usage 
quand le corps est commutatif pour prouver l’existence de l’automorphisme, que dans 
toute projectivit& satisfaisant aux conditions de l’&nonc& du theor&me de von Staudt, 
la relation x’ = (x)’ entre points homologues donne lieu ä une transformation biunivoque 
du corps K sur lui-m&me dans laquelle on a 

(D .+WV="+ty, 

(II) (y +y)=ry+ye. 

Nous proposons d’appeller semi-automorphisme de K une transformation de 
ce type. On peut önoncer alors le r&sultat indiqu& plus haut sous la forme suivante: 

Pour le cas d’un corps quelcongue, un projectivite entre deux ponctuelles d’une möme 
droite, ayant doubles les points de repere, definit un semi-automorphisme du corps. 

Ainsi nous avons obtenu une extension de la premiere partie du th&or&me de von 
Staudt au cas d’un corps non-commutatif. La question de la gen£ralisation de la reci- 


ı) On sait que, si la caract£ristique est = 2, la condition de la conservation des quaternes harmoniques, qui 
constitue la definition de von Staudt de la projectivite, n’ajoute rien de nouveau, puisque le conjugu& harmonique 
d’un point quelconque par rapport & deux autres coincide toujours avec le premier. Dans ce qui suit nous supposerons 
toujours la caracteristique du corps fondamental = 2. 

2) Ce th&oröme peut se faire remonter & Darboux: Sur la g&ometrie projective, Math. Ann. 17 (1880), p. 55—61; 
si bien, Darboux ne l’a d&montr& que pour les cas des nombres r&els et complexes. Pour une d&monstration dans le 
cas gön6ral voir p. ex. Schreier-Sperner: Analytische Geometrie II, Leipzig 1935, p. 191—19. 

3) La r&eiproque, &tant &vidente, on n’a m&me pas l’habitude de la d&montrer. 

Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 4. 25 
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proque, c’est-A-dire la question de savoir si, pour un corps quelconque, tout s&mi-auto- 
morphisme peut ötre obtenu & partir d’une projectivit& au sens de von Staudt reste sans 
reponse. 

Si K est un corps quaternionien general, tout semi-automorphisme revient soit & 
un automorphisme direct soit ä un automorphisme r&ciprogue; mais, tous les auto- 
morphismes (directs ou r&ciproques) laissent invariant la relation algebrique qui &xiste 
entre les coordonnses des &l&ments’ d’une division harmonique et definissent, en con- 
sequence, une projectivit& de von Staudt. Nous avons donc: 

Sile corps fondamental est quaternionien, tout semi-automorphisme sert d definir une pro- 
jectivit entre deux ponctuelles d’une möme droite dans laquelle sont doubles les points de repere. 

Au $ 1 nous donnons, pour le cas d’un corps quelconque, la demonstration de la 
premiere partie du th&or&me de von Staudt, telle que nous l’avons enonc& pr&c&demment. 

Au $ 2 nous prouvons que, pour un corps quaternionien general, un semi-auto- 
morphisme quelconque laisse invariant le centre. 

Aprös ces rösultats, $ 3 montre que tout semi-automorphisme d’un corps quater- 
nionien quelconque se r&duit soit ä un automorphisme direct soit A un automorphisme 
reciproque, d’oü decoule la deuxieme partie du th&or&me de von Staudt. 

Finalement, au $ 4 nous considerons des corps quaternioniens particuliers parmi 
lesquels le corps des quaternions ordinaires r&els; pour ces corps toute projectivit& de 
von Staudt peut ötre obtenue au moyen de projections et de sections combinees avec 
l’operation du passage de tout quaternion ä son conjugue. Il est interessant de remarquer 
que pour obtenir ce resultat on n’a pas besoin d’introduire des notions non algebriques 
contrairement ä ce qu’arrive dans le cas de la g&omeötrie projective complexe oü, pour 
arriver au möme but, il faut supposer la continuit& de la transformation?). 

Qu’il me soit permis d’adresser ici a M. F. Bachmann l’expression de ma profonde 
gratitude pour les indications fort utiles qu’il a bien voulu me prodiguer au cours de la 
redaction de cette Note. 


$ 1. . 


Dans une g&ometrie projective ä corps fondamental K quelconque, on peut re- 
presenter les points d’une droite par des couples (z,, x;) de nombres de X, un au moins 
desquels &tant #0. Deux couples (z,, 2,) et (Y,, %s) repr&sentent le m&öme point s’il 
existe un nombre k de K, different de 0, et-tel que l’on at „=kz et „=kz 
(k facteur & gauche)®). En particulier, si x, + 0 le point P(z,, z,) peut ötre repr&sent& 
par (25'x,,1), on appelle dans ce cas z;7'z, coordonnse non homogöne -de P. Tous les 
points de la droite ä l’exception du point de l’infini, pour lequel on a 2, = (0), ont une 
coordonnee non homogene unique, et r&ciproquement & tout nombre de K correspond un 
point sur la droite ayant ce nombre comme coordonnse non homogö£ne. 

Soient, sur une droite, trois points P,, P, et P, que nous supposerons differents 
entre eux mömes et differents aussi du point de l’infini. Soient a,, a, et a, respectivement 
leurs coordonnees non homogenes. Au moyen d’un quadrilatere complet on obtient 
comme coordonnees homogenes du point P, conjugus harmonique du point P, par 
rapport ä P, et P, 


(a — a)" a, +, — 0)" 0, (1 — a)" +(, —a,)"). 
La deuxieme coordonn&e qui peut se mettre sous la forme 
(. — 0)" (1, +9, —a,) (, — a)" 


*) Voir Kamke, E.: Zur Definition der affinen Abbildung, Jahresber. d. D. M. V. 86 (1927), p. 14556. 
5) Voir p. ex. Bieberbach, L.: Höhere Geometrie, Teubn. Math. Leitf. Bd. 839, Chap. 1. 











Ancochea, Thöordme de Staudt en geomötrie qualernionienne. 195 


s’annulle uniquement dans le cas 


(1) =} (a + a). 

Si cela arrive, le point P, coincide avec le point de l’infini. 

Si la deuxiöme coordonnee homogene de P, n’est pas nulle, on obtient pour coor- 
donnee a, non homogene de ce point 

2) = [la —)" +, — u Bi (a; — a,) "a, + (, — a,)"a,]. 

Un calcul donne 

(3) (, — a)" (9, — 4) (1 — a)" (,—a)=—1, 
relation que relie les coordonneses non homogenes des points d’une division harmonique®). 

En particulier, si a=0 et a,+.a, #0, (2) devient 

(4) a, = 2a, (a, + a)" @,. 

A partir de (1) et (4) on d&montre, par un proced& analogue ä celui que l’on emploie au 
cas d’un corps commutatif?), que dans toute projectivite de von Staudt entre deux ponc- 
tuelles d’une möme droite ayant doubles les points de repere, la fonction 2’ = (z)’ don- 
nant l’homologue d’un point quelconque satisfait aux relations (I) et (II). 

(3) etant invariant par rapport aux automorphismes directs et r&ciproques, il r&- 
sulte que ces transformations laissent correspondre & une division harmonique une autre 
division harmonique et sont, en consequence, des projectivit6s au sens de von Staudt. 
Les points de repere sont toujours des points doubles. 


82. 


Soit Q un corps quaternionien general, c’est-A-dire une algebre & division avec quatre 
unites (1, j, k, 2) sur un corps commutatif P, la loi de composition des units &tant donnse 
par les relations 

?=&,®=n jk=—h=l. 

£ et n sont des nombres de P pour lesquels l’&quatioin S— dE—n+tain=0 
AveC Ag, &, &g et &, appartenant A P, implique =, = =0%=0. Deösormais 
nous dösignerons avec des lettres grecques les nombres de P, et ceux de Q avec des lettres 
latines. Un nombre a de Q s’ecrira a =, + %j + %%k + al; on appelle «, partie 
scalaire de a et &,j + &%k + a,! partie vectorielle.. Le nombre x, — &,j — &k — al 
est le conjugue de a et on le reprösente avec a. Le produit a = u — yE— an + En 
est la norme de a, on le note | a |?. 

Le produit de deux quaternions n’est pas commutatif en general; pour qu’il le soit 
il faut et il suffit, comme on peut constater facilement, que les coefficients des parties 
vectorielles des deux quaternions soient proportionels. En particulier les nombres de P 
sont permutables avec tous les autres et ils sont les seuls a remplir cette condition; c’est- 
a-dire: P est le centre de Q. Une propriste de laquelle nous aurons & faire usage plus 
tard, est la suivante: &tant donnes deux quaternions a et b quelconques, le nombre 
ab— ba a sa partie scalaire nulle. 

Nous allons maintenant d&montrer que, dans tout corps quaternionien, un s&mi- 
automorphisme quelconque, c’est-a-dire une transformation x’ = (z)’ biunivoque du 
corps sur lui möme satisfaisant aux conditions (I) et (II) laisse invariant P. 

Soit, en premier lieu, x un nombre quelconque de P et a un quaternion arbitraire; 
de aa = ax rösulte 


6) Voir S. Wachs: Essai sur la gdomötrie projective quaternionienne, Ac. r. de Belgique, Cl. d. sc. M&m. (8) 
15 (1936), 1—134 (p. 82). 
?) Voir Schreier-Sperner: loc. eit.?), p. 196—97. 
2d* 
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(5) aa)’ = o’a’ + a’a'. 

Si nous prenons maintenant deux nombres & et # de P et un quaternion c quel- 
conque, on aura 

&e)BY = [Be)a], 
ce qui donne, prenant compte de (5), 
ker ee + ea, 
d’oü 
ea — Ba) = (a —Ba)e. 

Etant donnee la biunivocit& de la transformation, c’ peut prendre une valeur quel- 
conque dans Q et comme consöquence, le nombre a’ß’ — ß’«', permutable avec tout 
quaternion de _, doit appartenir a P; mais, d’autre part, nous savons qu’il doit avoir sa 
partie scalaire nulle. On conclut done a’ß’ — B’a’ = 0, c’est-aA-dire les homologues 
des nombres appartenants a P doivent ötre permutables entre eux. Mais, pour que cela 
arrive il faut que pour un & quelconque de P on ait 

(6) “"=u+m[j+ »xk+ A] 
oü ı, x et A sont des nombres fixes de P, tandis que «| et «, sont des nombres de P qui 
dependent de «. 

a, ß et c ayant la möme signification que jusqu’a present, de 


[aß)eY = Lae)BY 
(Be ch) = (Be —eR)w. 


Eecrivons c’, quipeut ötre un nombre quelconque de Q, sous la forme ce’ = y +YıJ+Yak+ Y3l. 
D’apres (6) resulte 
‘—f= 2: nlays — Aya)j + &Ayı — ıya)k + (1ya — "Yll)- 
En exprimant que ce nombre est permutable avec «’, on aura 
nlaya — Ayo): &Ayı — ya): (ya — ayı) mei a: A 

et cela pour des valeurs de y,, Y, et y; quelconques de P; mais, cela n’est possible que 
silona=x=4=(. De cette maniere nous avons prouve que tout semi-automor- 
phisme laisse invariant P, et en consequence que la relation (II) peut s’6crire, dans le 
cas ol un des facteurs appartient a P, sous la forme s;ivante: 


on obtient 


(7) (xa)’ = oa’. 
D’oü, tenant compte de (I), pour un a=%-+ &j + &%k + al quelconque 
(8) a = + j + ak + al. 


Une autre consöquence de ce que nous venons de prouver consiste en ce que tout 
semi-automorphisme de Q induit sur ?P un automorphisme. 


83. 


Pour d&montrer la deuxieme partie du theoreme de von Staudt nous commencons 
par obtenir les homologues des unites dans le cas d’un semi-automorphisme quelconque. 
Soit 

’=eotWjtuktsl, 
on aura 
MEN, 


ce que l’on peut &crire 


tue tun—un=!, 


hy he =yy =. 
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Si ’on suppose „ #0, on doit avoir „=, =3=(0, d’oü röulte n— € = 0; 
mais, si Nous POSOnS 4, = (%,)’ on aura 0 = (1 — £’) = (a5 — £)’ d’oü l’on tire on — & = 0 
en contradiction avec l’hypothöse que nous avons fait sur £ ä l’occasion de la döfinition 
de @. En consöquence on devra avoir „= 0 et dE +3n—4üEn=#. D’une maniere 
analogue, pour 

kK=.+%)+ %k+ sl, 
"=hHtAjt Akt Al 
on obtiendrait 
v0, metran— nenn, 
„=0, Re+ in Kin=—En. 
D’autre part, on a 
JR + ki = (jk + kj)' = (0) = 0 
et, par suite, 
sten — urn. 
De la möme maniere rösultent 
anhört Hin — Hain =, 
Ay&t+kun— Auen). 
Les relations prec&dentes donnent pour la matrice 


u 4 1 
(9) % Ne % 
. A) Ag 4 


des propri6tes analogues & celles des matrices orthogonales. Ainsi, par exemple, elles 
permettent de calculer facilement la valeur du d&terminant A de la matrice (9), valeur qui 
, E’n’ 
resulte egal ä& . 
ee 


de (9) et ses mineurs adjoints les suivantes: 
’ ’ 


On trouve aussi aisement comme relations entre les &löments 





[%2, A] = + mu [%, 4] = + Fi [*172]= F "Ws 

[A] = + en [ As, uJ=+ an PFu,#l =F xy, 
1 4 

[%» %3] =+ 7m [13 %] =+ gie [4, %a] =-+ Ag 


x,%,| 
A, h, 
crochets) les signes superieurs et inferieurs corıespondant respectivement aux + et — 
de la valeur de A. Pour les produits des transforme&es des unit&s on obtient 


Jk’= — nl #3 —E [is %)% + [u, *all 
=H+ (A) + Ayk + Aal) =+/=+ (ik), 
(10) KV = — n[% Aslj — E[%a Alk + [%1, All 
=Fritek+tW)=Fnji= tm) =-+th), 
Fi — ns li. — ETAs, u)k + [An all 
=Fifjtak+s)=FEh= +4 = rl). 


(ou l’on a represent& avec [x,, A,] le determinant et analoguement pour les autres 








En’ 


u = 





on aura 
(jk)' = jk, (kl)' = kr, (1j)' un vj 
et pour deux quaternions a et b quelconques 
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(ab)' == a’b’; 
c’est-A-dire on a dans ce cas un automorphisme direct de Q. 
Si, par contre, 4 = 57, les (10) donnent 


u’ =Kj, (ki = Ik, (= st 
et pour a et b quelconques 
(ab)’ = b’a’; 
on a un automorphisme reciproque. 

En r&unissant les resultats obtenus dans les $ 1 et $3 nous avons la d&monstration 
du theor&me: 

Dans une geomötrie d corps fondamental quaternionien, la relation &xistant parmi 
les points homologues d’une projectivit€ entre deux ponctuelles d’une möme droite ayant 
doubles les points de repere, est un semi-automorphisme du corps. Et reciproquement, tout 
semi-automorphisme du corps fondamental sert dä definir une projectivit& entre deux ponc- 
tuelles d’une m&me droite, dans laquelle sont doubles les points de reference. 

Ce th&oröme constitue la gen6ralisation du theoreme de von Staudt pour les corps 
quaternioniens generaux. 

Avant de considerer les g&ome6tries A corps quaternioniens particuliers, nous allons 
donner une d&composition de tout automorphisme r&ciproque valable pour des corps 
quaternioniens quelconques. Le passage d’un quaternion ä son conjugue donne lieu sur 
Q & un automorphisme r&ciproque involutif. Si nous avons donc un automorphisme 
r&ciproque quelconque de Q@ donne par la relation x’ = (x)’, on pourra &crire 


(11) «= (r) 
mais (z’), &tant le produit de deux automorphismes r&ciproques, est un automorphisme 
direct de Q; en consequence un automorphisme reciproque quelconque peut ötre de- 
compose en produit d’un automorphisme direct et de l’operation du passage de tout 
quaternion ä son conjugue. 


$ 4. 


Si P est un corps n’admettant que l’automorphisme unite, tel par exemple le corps 
des nombres r&els, un automorphisme direct quelconque de Q est, en vertu d’un th&or&me 
de E. Noether pour les corps non commutatifs A base finie par rapport & leurs centres, 
un automorphisme interieur de 0°). Mais nous avons d&montr& dans une autre Note?) 
que, dans une geomötrie projective A corps fondamental quelconque, tout automorphisme 
intsrieur du corps döfinit une projectivit6 au sens de Poncelet entre deux ponctuelles 
d’une möme droite, avec les points de repere doubles. De ces faits nous pouvons conclure 
que, si le centre n’admet que l’automorphisme unite, et dans ce cas se trouve le corps 
des quaternions ordinaires r&els, une projectivit& de von Staudt entre deux ponctuelles, 
revient soit ä& une projectivit& de Poncelet, soit A une projectivit& de Poncelet suivie du 
passage de tout quaternion ä son conjugue!°). 


8) Noether, E.: Nichtkommutative Algebra, Math. Zeit. 87 (1933), p. 514—41. Ce resultat, dans le cas des 
quaternions ordinaires r6els, peut &tre obtenu par des considerations einematiques. Voir Study, E.: Geometrie der 
Dynamen, Leipzig 1903. 

9) Ancochea, G.: Sobre el teorema fundamental de la Geometria proyectiva, Rev. Mat. Hisp.-Amer. (4) 1 
(1941). Ce rösultat se trouvait de&ja obtenu, bien que par des m&thodes differentes de la notre, par K. Reidemeister 
dans ses beaux Grundlagen der Geometrie, Berlin 1930, Chap. 7. Nous avons eu connaissance de ce fait, posterieure- 
ment & la publication de la Note pr&cedente, gräce ä l’obligeance de M. F. Bachmann. 

0) $. Wachs, 1. c.#), p. 108. 





Eingegangen 30. Mai 1941. 
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Rationale und halbrationale Doppelebenen. 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle-Saale. 





I. Einleitung. 


Es sei z= VW(z, y), wo W ein Polynom der beiden unabhängigen Veränderlichen 
x, y ohne quadratischen Faktor ist. Führt man durch birationale Transformation statt 
x, y neue Veränderliche x’, y’ ein, so geht der Körper (z, y,2) = K in einen Körper 
(2’, y',2’) = K’ über, wo 2’? = W’(z’, y’) ein Polynom in x’, y’ ist. Die Frage, die hier 
beantwortet werden wird, ist: In welche Form kann man auf diese Art W bringen, wenn 
der Körper K rational oder halbrational ist ? 

Diese Aufgabe ist von Castelnuovo und Enriques in [1]'!) gelöst und zwar auf 
algebraisch-geometrischem Wege. Man vergleiche auch die ausführlichere Darstellung 
von F.Conforto in [2]. In der vorliegenden Arbeit werden algebraisch-arithmetische 
Methoden benutzt. Das Ergebnis ist: 

Ist K rational oder halbrational, so läßt sich W(x, y) durch birationale Transformation 
von x, y auf eine der folgenden Formen bringen: 

1. W hängt nur von x ab. 

2. W ist in y vom Grade 2. 

3. W ist in x, y vom Grade (4, 4) und hat einen vierfachen Punkt mit getrennten Tan- 

genten. W kann noch weitere Singularitäten haben. 

4. W ist in x, y vom Grade (6, 4), hat die Form yW,(z, y), und W, hat auf y = 0 
zwei voneinander verschiedene dreifache Punkte mit getrennten Tangenten. W, kann 
noch andere Singularitäten haben. 

Daß dies Ergebnis mit dem von Castelnuovo und Enriques übereinstimmt, wird 

am Ende dieser Arbeit gezeigt. 


II. Birationale Transformation des Körpers k = (x, y) der rationalen Funktionen von x, y?). 


Der Grad [W] von W in z, y sei 

(1) [W] = (24, 24); 
man kann nämlich die Gradzahlen von W als gerade Zahlen annehmen. Sollten sie es 
nicht von vornherein sein, so erreicht man es durch je eine lineare gebrochene Trans- 
formation in x und in y. In k sei 

® 

” Wr 
wo & und ® die Nenner von z und y sind. Durch birationale Transformation gehe k in 
k’ = (x, y’) über. Die Transformation sei 

ı) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß. 

2) Wegen der Bezeichnungen sei auf [3] bis [6] verwiesen. 








200 


Jung, Rationale und halbrationale Doppelebenen. 


_ Car, y) „_ Hz, v). 
G%(x, y') H.(«, y') ’ 





_ Gdz, y) 


fi. Hz, y) Y) 
Ge(t, ‚y) 


H.(z, y) y) 





oder 


LG, _R_H.,.8_G „_R_ 
= Q u He nd A Se 


wo u 
Ferner seien die Gradzahlen 


[6] = (&, P), [4] = 





(y, 6), also [6°] = (6, ß), [#7'] = (y,%), 
so daß 
=, —-rG, EM, 9=-H-,yd9 UVM; 
= — 16, SLIM, 9 = — 40. m EM”. 
Die ausgezeichneten Primteiler zweiter Art der Transformation seien 
u 


‚b, in k und U AO b, in k. 
Es gehe b, in ®, und b, in ®, über. Unter anderen gelten folgende Transformations- 
formeln 
. \ b; = Bi 8’ — GG _EW y_ de „WB _W 
SB sB; s& s& ’ sd EI ae re > 2 
wo ®’ der ® entsprechende Divisor ist. Dabei sei 
(3) s& = bibz-- 


«be, s9 = baby"... .bre, sW = bibz- 


Durch die Transformation wird 


..h®%e 
bie. 


w 2 WBB ey . Br 


Sr n 





Es sivy, =29, +7, won,=00der ,= 1, je nachdem v, gerade oder ungerade 


ist. Da in k’ jeder Divisor dem Produkt einer Potenz von &’ und einer von M’ äquivalent 
ist, so bestehen Äquivalenzen der Form 


WA LM, WEB"... Br m CAM, 


so daß 
ww’ HT 2v Be 
4 Po 1 2 e 
( ) W= AM M’F’ W La 
Funktionen aus A’ sind. Im besonderen soll W die W durch die Transformation ent- 


sprechende Funktion heißen. Geometrisch bedeuten &’ und f’ die Zahlen der beweg- 
lichen Schnittpunkte der Büschel (9) und (>) mit W. Da 








W=RW, w R= nei AL 
6.92 
so ist der Körper K= (z, y, Yw) gleich dem Körper K’ = (.’, y', yw'). 
Der Exponent 24’ ergibt sich aus 


— (W,WUnB»... ®/ (m, = 11(%)") 


sB; 
(Er 67%. . „bie 2) 
Bezeichnet man die Zeile und die Spalte von o Größen a,, a,, 


...,4, kurz mit a und a, 
und ist b die quadratische Matrix der Größen —(b,, b,), so ergibt sich hieraus und nach 
Analogie 


(5) 


24 = 248 + 2uy —(v—n)bm, 2u’ = 2AB + 2ua —(v —n)bi 
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Dav—n= 29, so sind 24’ und 2,’ gerade Zahlen, was in der Bezeichnung gleich zum 
Ausdruck gebracht ist. Geometrisch ist 246 + 24y die Gesamtzahl und vbm die Zahl 
der festen Schnittpunkte von ® mit den Kurven des Büschels ($). (Vgl. [4], 12.). 


Ferner sind 7bm und nbl die Gradzahlen des Divisors 8!” Bj” .. - Bi". 


II. Anwendung von Fundamentaltransformationen auf W. (Vgl. [5]). 


Zur Umformung von W sollen zunächst Fundamentalt:  ısformationen benutzt 
werden. P, und P, seien zwei Punkte in k; in P,six=a,y:=b, undesseia, #a,, 
b, + b,, so daß P, und P, nach der in [5] eingeführten Bezeichnung nicht in besonderer 
Lage sind. Eine Fundamentaltransformation erster Art (P,, P,) hat die Form 

Yon, yo Alle Zu) (u —b) + Biile — a) (y —b) 
(6) i A a,) (y TER B(z = (y we b,) L 
z=r; y=- Ab,(z’ —a,) (y’ —b:) + Bb,(x’ — a,) (y’ — bi) 
Az’ —a,)(y —b) + Bl —aı(y —bi) ' 
wo A, B,bi,b, Konstanten sind mit der Bedingung AB(b —b;) + 0. 

Diese Transformation hat je zwei ausgezeichnete Punkte in k und A’, nämlich für 
i=1,2in k die Punkte P, = (a,, b,) und in k’ die Punkte P/ = (a, b'). Zu jedem ge- 
hört ein ausgezeichneter Primteiler zweiter Art; zu P,; gehöre b, und zu P; gehöre b.. 
Dann ist ®, der Zähler von x —a, in k und ®; der vn —a,=r-—.a, in k. Hier ist 


(8 = (4,0, 48) = (1,9), 1= (0,0, m= (1,1, 6= [9 ı]- 


Hat W in P, einen g,-fachen Punkt, so ist v, = g,, und n, ist 0 oder 1, je nachdem g, 
gerade oder ungerade ist. Nach (4) und (5) wird 











(7) W' = (2 —a)" (2 — a)" W;, 
(8) 27 = +2u —(Htg)+NMt+t Nm 2u = 2u. 
Es sei 
(9) W = (2 — a)" (2 — a)" W,, 
wo z; gleich 0 oder 1 sein soll. In ?P, habe W, einen g,-fachen Punkt, so daß 
(10) = Got %- 


Nach [5] gehen durch die Transformation die mehrfachen Punkte P, von W, verloren; 
statt dessen entstehen zwei neue vielfache Punkte P}, P5,. W, habe in ihnen die Viel- 
fachheiten g;0, 9%- Dann ist 

(11) dio = 2u — io- 
Im übrigen bleiben die Vielfachheiten der Punkte und auch der in ihnen liegenden Stellen 
höherer Ordnung von W, erhalten, d.h. sie gehen in Stellen derselben Vielfachheit der 
W, entsprechenden Funktion W, über. Ist P; ein g;-facher Punkt von W’, so ist nach (7) 


' 4 
= ot M- 
Nach (10) und (11) ist daher 
(12) g=u—.t+u+M 
P sei ein von P, und P, verschiedener vielfacher, etwa g-facher, Punkt von W; 
er gehe in einen g’-fachen Punkt P’ von W’ über. I.a. istg’ =g. Nur wenninPxr=a, 
oder x = a, ist, kann es anders sein. Da nämlich W, in P dieselbe Vielfachheit hat wie 
W, in P', so ist 
1-u=l—m 
wenn P auf x = a,liegt. Es ist also nur dann g’ >g, und zwar’ =g +1, wenn ,=(0 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 4. 26 
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und n,=1. In diesem Falle ist x —a, nicht Faktor von W, und x = a, schneidet W 
im ganzen in 24 Punkten, so daß auf x = a, höchstens ein Punkt von W liegen kann, 
dessen Vielfachheit größer ist als u. Das ist im folgenden zu beachten. 
Aus (12) folgt: Ist g, = u + 1, u gerade, also u + 1 = g, ungerade, n, = 1, und 
ist ferner 7, = 1, so ist g, = u + 1; in allen anderen Fällen ist g; < u, wenn q, > u. 
Die Fundamentaltransformationen sollen in folgender Weise zur Umformung von 
W benutzt werden. Zunächst sei 


(13) 12 u 


vorausgesetzt, was sich, wenn nötig, durch Vertauschen von x mit y erreichen läßt. 
Für P, wählen wir entweder, bei geradem u, einen Punkt von W, für den r, = 1,,>u+1, 
oder bei ungeradem u oder, wenn r, = 0), einen Punkt, für den g,> „. Für P, wählen 
wir einen Punkt der Vielfachheit 0, also einen nicht auf W liegenden Punkt. Außerdem 
soll 7, = 0 sein, und x = a, soll W in 24 von einander verschiedenen Punkten treffen. 
Durch eine Transformation (P,, P,) geht der vielfache Punkt P, verloren. Statt dessen 
hat W’ einen vielfachen Punkt P/, dessen Vielfachheit g; nach (12) höchstens gleich u 
ist. Außerdem hat W’ einen 2u-fachen Punkt P} mit getrennten Tangenten. In P/ hat 
x den Wert a,. Da 9, = 0, 'also 73 = 0, so hat nach (7) W’ nicht den Faktor x —a,. 

Derartige Transformationen wenden wir so oft an, wie mehrfache Punkte von W 
vorhanden sind von der Art des eben benutzten Punktes ?,. Sind dann unter den hier- 
durch entstehenden 24-fachen Punkten zwei, etwa S und 7, vorhanden, die nicht in 
besonderer Lage sind, so bringen wir sie durch eine Fundamentaltransformation (5, T) 
zum Verschwinden. Neue mehrfache Punkte entstehen dadurch nach (12) nicht. Nach (8) 
wird die erste Gradzahl durch jede solche Transformation um 24 kleiner. Sollte dabei 
die erste Gradzahl kleiner werden als die zweite, so vertauschen wir x mit y und be- 
ginnen mit den Transformationen von vorn. Schließlich erhalten wir eine Funktion W 
mit folgenden Eigenschaften: 

1. Die erste Gradzahl 24 ist nicht kleiner als die zweite 24. 

2. W hat I! 2u-fache getrennt liegende Punkte P,, Pa,-..,P, mit getrennten 
Tangenten, von denen je zwei in besonderer Lage sein müssen, die daher alle auf einer 
Parallelen zur x-Achse liegen, etwa auf y= (0. 

3. W hat außerdem für ungerades # nur mehrfache Punkte Q,, Qs, - . . , Q, mit 
einer Vielfachheit, die höchstens gleich u ist. 

4. Für gerades u kann W auch (u + 1)-fache Punkte 7,, 7,,..., 7, haben. Hat 
x in diesen Punkten, von denen je zwei denselben x-Wert haben können, die Werte 
Gy, @g,...,@, so hat W die Form 


(14) W=(2 —a)(2 —a):--(2 —a, W, = g(2)W,- 


5. Es ist nicht möglich, durch eine Fundamentaltransformation die erste Gradzahl 
von W kleiner als die zweite zu machen. 
Hat W diese Eigenschaften, so soll W reduziert heißen. 


IV. Die mehrfachen Punkte von W und die kanonische Klasse (8). 


Ist „= 0 oder u = 1, so hat W schon die in dem zu beweisenden Satze unter 1. 
oder 2. angegebene Form, so daß man 


(15) u>2 


voraussetzen kann. Zunächst braucht W nicht die reduzierte Form zu haben. Die mehr- 
fachen Punkte von W seien durch einseitige Stellentransformation aufgelöst. Dabei 
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mögen die Primteiler W,, W,, -..,W, aus Primteilern zweiter Art zu solchen erster Art 
werden. Vor Auflösen der mehrfachen Stellen sei 
B 
(16) en 
ferner sei 


s(W) —_ AUF nö Are, 
also nach Auflösen der mehrfachen Stellen 


(17) B = MU - - - AUB*. 
Man setze 
(18) w=26, +8, &=0 oder eg =1, Ö, ganz, 
(19) A, = WAL -- Ar, Ar = WA Wr, WB WM, 
so daß 
(20) um 2 x 
Der zu den X, gehörende kanonische Divisor sei 
(24) A= WAR Ur, 
so daß 


AYRo _ AYAW* 
(22) Zar gas — Rap: 
Notwendig und hinreichend dafür, daß der Körper K rational oder halbrational ist, 
ist, daß der Rang jeder positiven Potenz der kanonischen Klasse gleich Null ist, daß also 
(23) {$}=0 füri>0. 


Nach (20) und (22) ist 





AU Um 

LINE MAR* 
Ist / =i für gerades i und ’=i—1 für ungerades i, und setzt man, ähnlich wie 
Castelnuovo und Enriques es tun, 


- Kim 








gI-2Zigypen—i 
Bee: =; 
WA 
oder 
ga —2i Per —2i 
24 Rn u 
( ) » He En Ur 
wo 
(25) = a 17° e, 
so ist 
i—2 i—2 


(26) Fr RW*? für gerades i, Mm RW* * A* für ungerades i. 
Soll daher {X = 0 sein, so ist dazu für i > 2 notwendig, daß 
(27) . {}=0 füri>2. 
Im folgenden werde i > 2 ausdrücklich vorausgesetzt. Der Divisor $, ist auch Divisor 


des Körpers k der rationalen Funktionen von z, y. 
26* 
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Vorübergehend sei angenommen, daß von den Exponenten r, die ersten r größer 
als 0 sind, während die anderen gleich 0 oder kleiner als 0 sind. Ist dann 


G-WU Wo 
ein ganzer durch Aj'A5 - - - X teilbarer Divisor der Klasse 
KAI-ZiM2u—2i 
a 
so ist 


HN —r+2...N re 
Ar mr AH 


r+1 
ein ganzer Divisor aus (8). Man kann daher diejenigen X, unberücksichtigt lassen, 
deren Exponent r, nicht positiv ist. 


V. Hilfssätze. 


Folgende Bezeichnung sei eingeführt: 

Sind a und 5b Matrizen mit gleichviel Zeilen und Spalten, so solla <b odera sb, 
a>b,a>b bedeuten, daß diese Ungleichheiten für je zwei entsprechende Elemente 
gelten. So bedeutet z.B. a <0, daß alle Elemente von a negativ sind, indem unter 0 
die Matrix verstanden wird, deren Elemente alle O0 sind. 

Es sei $ ein mehrfacher Punkt von W. In ihm seien die mehrfachen Stellen 
Q1, 03, - - -, Q, mit den Vielfachheiten g,, 9a, - - - , q, als Stellen nullter und höherer Ord- 
nung enthalten. Der Einfachheit halber betrachten wir nur einen mehrfachen Punkt, 
da für die anderen Entsprechendes gilt. Die Indizes gehen jetzt also nur von 1 bis r 
statt von 1 bis o. 0, sei die Stelle nullter Ordnung, so daß g, > g;. Die Reihenfolge sei 
so gewählt, daß 

(28) 22.29. 

Die Matrix der Schnittpunktzahlen (W,,4,) sei —a und es sei a!=a. Die 
Matrizen a und a lassen sich in der Form (vgl. [4]) 

(29) a=hh, a=g, wogh=kg-1, 
darstellen. g und h enthalten in der Diagonale Einsen und unter ihr Nullen. Die Ele- 
mente über der Diagonale sind in g nicht negative ganze Zahlen in Ah sind sie 0 oder —. 


In jeder Spalte von h sind höchstens zwei Elemente gleich —1. 
Zwischen den Exponenten ®; in (17) und den Vielfachheiten g; besteht die Gleichung 


(30) wh = gq, also w= gg. 
Ferner ist 
(31) ah=(1,1,...,1), 


wo die &, die Exponenten im kanonischen Divisor der X, sind. Nach (18), (25), (30) und 
(31) wird 


(32) = hg —ichg— ze = (1 — DE — ze. 


Satz 1. Füri=qistrst. 

Das ergibt sich aus (28), (32) und daraus, daß die Matrix g keine negativen Ele- 
mente enthält. 

Im besonderen ergibt sich, da wir i > 2 voraussetzen, 

Satz 2. Für Doppelpunkte (q, S2) ist r<s0. .; 

Doppelpunkte können daher ganz unbeachtet bleiben, so daß man die mehrfachen 
Stellen von W nur soweit aufzulösen braucht, daß der Divisor 
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WA. - A* 
nur Doppelpunkte hat. 
Satz 3. Ist q, ungerade und gilt q, <g, fürk=2,3,...,r, soist r<s0 für 
i=q-—1. (Da $ ein mehrfacher Punkt von W, so ist q, 23, also i > 2). 


Wir setzen 

(33) Tt=(g—0)g, so daß ı = ı* 75 
und beweisen zunächst durch den Schluß von n auf n + 1, daß 

(34) * <(11,...,i). 


Für r = 1 ist die Matrix g gleich der Zahl 1, so daß füri= q, —i 
"=== -m—ND=1. 
Für r = 2 besteht g aus den beiden Zeilen (1, 1) und (0, 1), so daß fürrı = q, —1 


"data -n+D sh. 


Die Behauptung ist daher für r = 1 und für r = 2 richtig. Sie seies fürr=1bisr =n. 
Wir beweisen, daß sie dann auch fürr=n-+ 1 stimmt. 

Die Primteiler A, seien so geordnet, wie sie bei der Auflösung der Stelle 5 der 
Reihe nach entstehen, was außerdem so geschehen kann und soll, daß (28) gilt. Die zu 
den ersten n + 1 Primteilern X, gehörende Matrix h schreiben wir in der Form 
hyı Ara“ Am — or] 


hzı Ran‘ An — 02 


Anı Anz > Run 0, 
IWW ER 
wo (h,:) die zu den ersten n Primteilern X, gehörende Matrix h ist. Von den Zahlen o, 
sind, wie schon oben angegeben, höchstens zwei gleich 1, die anderen 0. Ist (g,,) für 
k,l=1,2,...,n die zu den ersten n Primteilern X, und für k,l2=1,2,...,n +1 die 
zu den ersten n + 1 Primteilern W, gehörende Matrix g, so ist wegen gh=1 
Bimsı = OB + 91a + + nn 
Bam+ı = OrBaı + OBBaa + + Ongam 
0 A ET 
Enn+ı 7 Iı8nı + O28na + + On.unı 
Ention+ı = 1. 
Setzt man fürr=n+i1 
(36) (q —(Qı ar 1)) - (1, EeW D,, fa 5, u. — dur)» 
so ist nach Voraussetzung 9, >20. Die zu r=x gehörenden Matrizen und Größen 
mögen mit dem oberen Index & versehen werden. Nach Annahme ist 


(37) en ll, 9, du, de S(1,1,...,1). 
Da in jeder Matrix g unterhalb der Diagonale Nullen stehen, und da g(" und g(*+ in den 
ersten n Zeilen und Spalten übereinstimmen, so ist 








(38) drn+1) = u, ee, ... ‚uen+) == un, 
Ferner wird nach (33), (35) und (36) 
(39) ri za A ru + a ++ Ta ve Ou+r- 


Nach (37) und (38) ist 


zent) <4 fürk=4,2,...,n, 
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und wegen (39) kann 14" nur dann größer als 1 sein, wenn zwei der o,, etwa o, und 
0, gleich 1 sind, wenn außerdem 1%” = 15 = 1, und wenn schließlich #,,, = 0. Da 
die q, mit wachsendem Index nicht zunehmen, so nehmen wegen (36) die 9, nicht ab. 
Da aber kein ®, negativ ist, so folgt aus 9,,,=0, daß auh , = 9, =: =9,=(, 
so daß 
11-9 == Mr 

Um hieraus weitere Folgerungen zu ziehen, nehmen wir an, S sei der Punkt 2r=y=0. 

Für g, sei g geschrieben. Nach homogenen Funktionen geordnet, sei 


W=glrY)+ Ya +: 
Durch die Elementartransformation 
1.z2=u, y=uv; 2. z=uv, y=u 
wird die Stelle nullter Ordnung $ in unendlich viele Stellen erster Ordnung aufgelöst. 
Für alle diese ist u = 0, während v an jeder einen bestimmten Wert hat. 1. werde be- 
nutzt für die Stellen, wo y/xz endlich ist und 2. für y/x = ®. Nach Voraussetzung ist 
eine dieser Stellen (g —1)-fach. Indem man, wenn nötig, x mit y vertauscht, kann 
man annehmen, daß an dieser Stelle y/x einen endlichen Wert, etwa & hat, se daß die 
Formeln unter 1. zu benutzen sind. Dadurch wird 
(40) uW =W, = ll, v) + upsı(l,V) + *-. 
Soll W,inu=0,v= x einen (g —1)-fachen Punkt haben, so ist dazu notwendig, daß 
9,(1, v) den Faktor (v — a)", also 9,(z, y) die (g —1)-te Potenz eines Linearfaktors, 
enthält. Wir unterscheiden Fall 1: 9,(1, v) = (a + bv)(v —a), wo a+ba +0; 
Fall 2: 9,(1, v) = (v — 0)". 
Fall A. Indem man v —« durch v ersetzt, wird, nach homogenen Funktionen von 
u, v geordnet, 
W, ini Y,-ı(U, v) + Y, (u, v) wart; 
wobei in y,_, das Glied mit v*-! wirklich vorkommt. Soll W eine (g — 1)-fache Stelle 
zweiter, also W, eine 'solche erster Ordnung haben, so muß y,-, die (g — 1)-te Potenz 
eines Linearfaktors sein. Da v*" in y,-, vorkommt, kann dieser in der Form v — au 
angenommen werden, so daß, da es auf einen konstanten Faktor nicht ankommt, 
Y.-1 = (v — a,u)"!. Durch den ersten Teil der Elementartransformation 
l.u=u,v=u, +0); 2 u=uV, d=u, 
die die Stelle u = v = 0 auflöst, wird 
mW, =W,=W"+w(m) +. 
Ist, nach homogenen Funktionen geordnet, 
W = %-ılun dı) + Kun d) +"; 
so kommt hiernach in x,-, das Glied v7" vor, und wir haben dieselben Verhältnisse wie 
bei der (g —1)-fachen Stelle erster Ordnung. So ergibt sich, daß die Elementartrans- 
formationen, die die Stelle $ auflösen, die Form haben 
z=u,y=ula+o); „au, ya, 
(41) u=u,v=ula, +); u=ut,v =u, 
u) = U, = Uglü, + 9); U = U, td, = Uy 


usw. 

_ Fall 2. Ersetzt man wieder v—x durch v, so ist, da ein konstanter Faktor un- 
wesentlich ist, 9,(1, v) = v*. Alle anderen Glieder in W, haben nach (40) den Faktor u. 
Ordnet man nach homogenen Funktionen, so wird 
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W,= UYg-alu, v) + ylu,v) +», 
wo in y, das Glied ? vorkommt. Da der zu beweisende Satz für r = 1 und r = 2 richtig 
ist, so kann man r > 2 annehmen. Es muß also W eine (g — 1)-fache Stelle zweiter und 
W, eine solche erster Ordnung haben, so daß uy,-, die (g — 1)-te Potenz eines Linear- 
faktors sein muß. Wegen des Faktors u muß daher uy,_, = cu?! sein. Wendet man 
die Elementartransformation 
1.u=u,’=u0U: 2. u =u0,!=u 

an, und setzt un ?W, = W,, so enthält W, bei Teil 1 der Transformation das absolute 
Glied c und im übrigen nur durch u, teilbare Glieder, und bei Teil 2 das Glied u,. Soll 
aber W, einen (g — 1)-fachen Punkt haben, in dem u, = 0 ist, so muß bei Teil 1 W, für 
u, = 0 bis auf einen konstanten Faktor die Form (v, — &,)?"" annehmen, und bei Teil 2 
muß W, mit Gliedern der Dimension g —1 in u,, v, beginnen. Da beides nicht möglich 
ist, so kann für r> 2 der Fall 2 nicht eintreten. 

Die Transformationen (41) führen zu einer Matrix h, die aus der Einheitsmatrix 
dadurch entsteht, daß man in jeder Spalte die 0 über der 1 durch —1 ersetzt, die also 
in jeder Spalte nur einmal —1 enthält. Daher ist in A'*+D nur ein o, gleich 1, so daß 
auch 4” < 1. Damit ist gezeigt, daß unter den gemachten Voraussetzungen (34) 
gilt. 

Nach Definition (18) ist 

e=w = gg (mod 2). 
Da g, —1 nach Voraussetzung gerade ist, so folgt nach (33), da hier i = g, —1, 
e=(g — (9q, —1))g = ı* (mod 2). 
Wegen (33) und (34) ist also, wie behauptet, 
= wm I.<r-exQ0. 


Das Ergebnis kann man so aussprechen: 

Satz 3a. S sei ein g,-facher Punkt von W und es mögen in ihm die Stellen nullter 
und höherer Ordnung Q,,Q3,.-..,Q, mit den Vielfachheiten q,, 93, - - - ‚9, liegen. Ist g, 
ungerade und gilt q, <g, für k> 1, so hat S keinen Einfluß auf {R} fürrizqy —1.: 

Satz 4. W habe das Polynom f(x, y) zum Faktor, so daß W=fW,.. It x =q 
und geht f durch Q,, so geht f auch durch Q, und hat dort dieselbe Vielfachheit wie in Q,. 

Haben nämlich f und W, in 0, die Vielfachheiten r, und g,,, so ist ,= 9.1 + r.- 
Da r„<Sr,, 9a S 911, 80 folgt aus 

% — = (u - m) + rn —rn)=0, 
daß u = u, rn = rn. 

Satz 5. In der Matrix g sind die Elemente der ersten Zeile nicht kleiner als die ent- 
sprechenden Elemente jeder anderen Zeile. 

Für r = 2 besteht g aus den beiden Zeilen 1,1 und 0,1, so daß für r= 2 die Be- 
hauptung stimmt. Allgemein werde der Satz durch den Schluß von n auf n + 1 bewiesen. 
Der Satz sei also richtig für r = n. Da g®) und g"**» in den ersten n Zeilen und Spalten 
übereinstimmen, so gilt der Satz, soweit diese Zeilen und Spalten in Frage kommen, 
auch für g(*+", Es braucht also nur noch gezeigt zu werden, daß 

4. die Elemente der letzten Zeile von g‘**" nicht größer sind als die entsprechenden 
der ersten, 

2. das erste Element der letzten Spalte von g‘”*" nicht kleiner ist als die Elemente 
2 bis n dieser Spalte. 
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Zu 1. Ist A,(u, v) die Eichfunktion von Q,, so ist ([4]) 81x = a, gleich der Zahl 
der Schnittpunkte von A, =O0und A =0inu=v=0(, so daß g, 21. Da die letzte 
Zeile jeder Matrix g bis auf das letzte Element, das gleich 1 ist, aus Nullen besteht, so 
ist die Behauptung 1 richtig. 

Zu 2. Nach (35) ist für! =1,2,...,n 


Bı,n+ı —Bi,nrı = Ol — Eu) + Odlgıa —Ena) + + oulgın —Em)- 


Da o, > 0, und da nach Annahme g, — gu Z 0, so folgt die Behauptung 2. Damit ist 
Satz 5 bewiesen. 

S sei einer der in Nr. III definierten Punkte 7,, etwa 7,. In 7, six=a,. Nach 
der Definition der Punkte 7‘, ist g, = u + 1 ungerade. Wenn daher g, <S ufürk>1, 
so hat nach Satz 3a 7, keinen Einfluß auf {8,}. Es sig = „+1. Wir zeigen, daß 
dann g, S u für k> 2. Nach (14) ist W = g(x)W,, wo g den Faktor x — a, hat, so daß 
W, ihn nicht hat. Nach Satz 4 geht x — a, durch _, und Q,, und W, hat in diesen Stellen 
je einen u-fachen Punkt. Also haben x —a, und W, in 7, mindestens 24 Schnittpunkte. 
Da W, in y vom Grade 24 ist, können sie nicht mehr haben. Würde aber , = u+t1 
sein, so würde x —a, auch durch Q, gehen, und W, würde dort einen „-fachen Punkt 
haben. W, und x — a, würden in 7, sogar mindestens 34 Schnittpunkte haben. Hieraus 
ergibt sich auch, daß x nicht in zweien dieser Punkte 7, denselben Wert haben kann. 


In Abänderung der in Nr. III eingeführten Bezeichnung sollen nur diejenigen mehr- 


fachen Punkte des reduzierten Polynoms W mit T,, 7,,..., 7, bezeichnet werden, bei 
denen 

(42) Qı = 9a = m +1 ungerade, g, S u für k> 2. 
In T, sei x2=a,y= b,. Ferner sei 

(43) ge) = (2 —a) (2 — a): (2 —a,). 
Die anderen früher auch mit 7 bezeichneten Punkte, bei denen also 

(44) 9, = a +1 ungerade, , Sufürk>1, 
seien mit 77, 7,,..., 7, bezeichnet. In 7, sei 2=a,y= b,. Während die a, von- 
einander verschieden sind, können von den a, je zwei einander gleich sein. Die vonein- 
ander verschiedenen seien a,, a;, ...,@, und es sei 

(45) ha)=(2— a) (2 — 9): --(2—a,), 
so daß statt (14) die Gleichung besteht 

(46) W = g(a)h(2)W, [Wo] = (a, B) = (24 —n —v, 24). 


Satz 6. Hat W einen mehrfachen Punkt T, ist also n > 0, so kann W kein Polynom 
vom Grade (0,1) oder (1,1) als Faktor haben. 

Das Polynom sei f, und es sei W, = fW’. Wir unterscheiden die Fälle: 1. f geht 
durch keinen der Punkte 7,. Dann verhält sich W’ z.B. in 7, wie W,, so daß x —a, 
mit W’ in T, mindestens 24 Schnittpunkte hat. Das aber ist nicht möglich, da W’ in y 
nur den Grad 24 — 1 hat, und da W’ ebensowenig wie W, den Faktor x — a, haben kann. 

2. f geht durch mindestens einen der Punkte 7',, etwa durch 7,. In diesem Falle 
sei 7, wieder der oben betrachtete Punkt $. Nach Satz 3a geht f durch E, und Q,; durch 
diese Punkte geht auch x —a,. Daher würden f und x —.a, in 7, mindestens zwei 
Schnittpunkte haben, was nicht möglich ist. 

.S sei wieder der Punkt 7,. Ferner sei 


(47) (2 —a) = Wr... Ur, sy —b) = WR .-- Wr, 
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(48) s(W ,) = WAZ. Ar, 
also 
(49) Wr = Up _ l.- 
Ferner sie 
(50) A=(AyAy...,A)=lh,l= ig; u = (u Un, dr) = mh, m= ug, 
(51) 90 = (10: 9201 - - - » Iro) = Wh, Wo = 408, 
so daß 
(52) = gu + A- 


Die Zahl A, gibt die Vielfachheit von x —a, in Q, an, so daß die A, nur O oder 1 
sein können. Dasselbe gilt von den u,. Im besonderen ist A, = A, = 1, da, wie wir oben 
gesehen haben, x —a, durch Q, und Q, geht. Ferner ist u, = 1, da y — b, durch die Stelle 
nullter Ordnung Q, geht. Dagegen ist #, = 0. Denn die Zahl der Schnittpunkte von 
x —a, und y —b, in T, ist einerseits ZA,u,, andererseits 1. Nach (42) und (52) ist da- 
her g,0 = 9%» = u, was wir auch oben schon gesehen haben. Da die Zahl der Schnittpunkte 
von 2 —.a, und W, in T, gleich ZA,w, ist, diese Zahl aber nicht größer sein kann als 
2u, so folgt, daß A, = 0 für k> 2, wenigstens, wenn wir 7, nur soweit auflösen, daß 
gw> 0. Eine stärkere Auflösung wäre aber überflüssig. Es ist also 


(53) i=(1,1,0,..:,0), #= (1,0, un ++, Ar) Br = 0 oder 1. 

Satz 7. Für den Punkt T, güt: 

1. Für i= u ist z —a, durch 

(54) WAS. Ur 
teilbar. 

2. It, Su—ifürk> 2, so ist (x —a,)? füri= u—1, also!’ = u —2, durch 
den Divisor (54) teilbar. [Für die anderen Punkte T', gilt Entsprechendes. ] 

Zu 1. Setzt man 


—-») =(1,1,— 0u,...,— 09) 
so ist wegen (42) #, > 0. Ferner wird nach (32), (50), (53) für i= u 
1—-1=(0,0, I. +ze>t, 


da kein Element von g negativ ist. 
Zu 2. Setzt man 
g-u—1)=(2,2, —9,..,— 9), 
so ist nach Voraussetzung 9, > 0. Nach (32), (50), (53) wird für i = u—1 


1— = (0,0, du::., ne+t—eno, 


da u 22. 

Die n Stellen 7, seien noch in folgender Weise charakterisiert. Es werde 7, nur 
durch zwei Elementartransformationen aufgelöst, so daß nur zwei neue Primteiler erster 
Art entstehen, die mit ®,, und ®,, bezeichnet seien. Die zugehörigen Stellen nullter 
und erster Ordnung seien Q,, und Q;s. Benutzt man sinngemäß die Formeln (50) bis (53), 
in denen a,, b, durch a,, b, zu ersetzen und r = 2 anzunehmen ist, so ergibt sich, da für 
r =2 die Matrix g immer aus den beiden Zeilen (1, 1), (0, 1) besteht, 


v=g=(u+lg=(ua+1,24 +2), w= (u, ug = (u, 2u), 
I=g=(1,1g= (1,2), m=ug=(1,0)g = (1,1). 


Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 4. 27 


(55) 
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Danach sind x —a, und y —b, genau durch B,,8}, und B,,®,, teilbar, so daß die 
Eichfunktionen von ®,, und ®,, in der Form “ 

(56) Bun =2— a, —t(y—b), Ba=r—a, =tly — bi)? 
angenommen werden können. Aus (55) folgt dann 

Satz 8. Sind für den Punkt T, die Primteiler ®,, und ®,, durch die Eichfunktionen 
(56) definiert, so sind die Polynome W und W, durch Bst! Bis” und B%, Bis teilbar. 

Geometrisch ist diese Bedingung für W, z. B. erfüllt, wenn W, in T, u Zweige hat, 
die die Gerade x = a, berühren. 


VI. Notwendige Bedingungen. 


Das Polynom W habe die reduzierte Form. 

4. Jeder der ! Punkte P, ist 2u-fach mit getrennten Tangenten, so daß jeder durch 
eine Elementartransformation aufgelöst wird. Der durch Auflösen von P, entstehende 
Primteiler erster Art sei A,. Die Matrix der Schnittpunktzahlen — (X,, W,) ist die Ein- 
heitsmatrix. Ferner ist nach (17), (18), (25) X, in der Potenz 24 —i im Nenner von $, 
enthalten. Alle Punkte P, liegen auf y= 0. Die Veränderliche x habe in P, den Wert 
%,. Es ist sowohl x — a, wie y durch X, teilbar. W hat nicht den Faktor x — a,. 

2. Die n mehrfachen Punkte 7, von W haben die in der vorigen Nummer ange- 
gebenen Eigenschaften. Die Primteiler erster Art, die durch ihre Auflösung entstehen, 
sollen jetzt mit 

Br Ba... 
bezeichnet werden. Die in den Punkten T', liegenden Stellen nullter und höherer Ordnung 
seien Q,, Q3,-..,Q,, und zwar gehöre ®, zu Q,. Die Vielfachheit von Q, sei g,. In W 
und in dem Nenner von $, sei ®, in den Potenzen w, und r, enthalten, so daß die Ex- 
ponenten r, durch (25) gegeben sind. 

3. W hat noch n’ mehrfache Punkte 7;, die auch in der vorigen Nummer erklärt 


sind. 

4. Schließlich hat W noch m mehrfache Punkte $,, deren Vielfachheit höchstens 
a ist. Die in ihnen enthaltenen Stellen nullter und höherer Ordnung seien R,, R,,..., R, 
mit den Vielfachheiten r,,r3,...,7, Es ist 


(57) Su. 
Der zu R, gehörende Primteiler sei &,. In W und im Nenner von 8, sei €, in den Po- 


tenzen v, und o, enthalten. 
In (24) wählen wir d= u. Da nach der vorigen Nr. V die Punkte 7, und S, keinen 


Einfluß auf {8,} haben, so ist 





(58) > 0, 
wenn 
er RaI—2u 0 
er) u (i  UPBDT--- = eo. 


wo Q zur Abkürzung dienen soll. Da x —o, durch W, und nach V, Satz 7 g(x) durch 
BIBz - - - Bie teilbar ist, so ist der Zähler & des Polynoms 
(x — ale — a9) (2 —a)Pglz) | 
vom Grade /# + n durch den Nenner von SQ teilbar. Da & — Lutr, so ist für 
2 —2u—(lu+n)=az20 
der Divisor 


GL 





(AU, --- WPBLBF-- - Be 
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ein ganzer Divisor der Klasse (DO), so daß (59) und also (58) gilt. Daher ergibt sich 

(*) 2) —2u <lu+n. 

Wir unterscheiden die Fälle: 

I. W hat nicht den Faktor y. W = ghW, (vgl. (46)). 

II. W hat den Faktor y. Nach V, Satz 6 besitzt dann W keinen Punkt 7, so daß 
n=(. Wir setzen W, = yW,, also W = yhW,. 

I. W, wird von y in jedem der ! Punkte P, in 24 Punkten geschnitten. Da nach 
(46) W, in x vom Grade 24 —n — » ist, so folgt 

(**]) 2i—n —v 2 2lu. 

II. W, hat in ?, einen (24 — 1)-fachen Punkt, so daß W, in P, von y in 24 —1 
Punkten geschnitten wird. Da der Grad von W, in x wegen n = 0 gleich 24 — » ist, 
so folgt 

(**II) 21 —v 2lßu N,n=0. 

Wir beweisen zunächst: 

1. Wenn !> 0, so kann man annehmen, dßn +v=(. 

2. Wenn !=(), so ist n = 1, 2 oder 3. 

Zui. Essil>O0undn-+»>0. $ sei einer der Punkte 7, oder ge 

a) S liegt nicht auf y. 

Eine Fundamentaltransformation (P,, $) bringt P, zum Verschwinden, ohne daß 
ein neuer mehrfacher Punkt entsteht, während 5 durch einen vielfachen Punkt $’ der- 
selben Art ersetzt wird (Nr. III). Dadurch wird ! um 1 kleiner, und das neue Polynom W 
ist auch reduziert. 

b) $ liegt auf y, und y ist nicht Faktor von W,. 

In P, hat W, mit y 24 Schnittpunkte und in S mindestens u. Da der Grad von 
W, in x gleich 24 —n — » ist, so folgt 

2i—n—vZ22Uu+ u. 
In Verbindung mit (*) folgt 
2lututn+vs2i <lu+nt 2u, 
also 2 <1 oder 2=0. 

c) 5 liegt auf y, und y ist Faktor von W,. W, = yW,.- 

Nach Nr. V, Satz 6 ist in diesem Fallen = 0. In P, hat W, mit y 24 —1 Schnitt- 
punkte und in S mindestens u —1. Da der Grad von W, in x gleich 24 — » ist, so ist 


(60) 21 —v 2(2u N +u—1. 
Mit (*) ergibt sich wegen n = 0 
Zu Ai +u—iI+rs2i<Iiu+2u 
oder 
PIE ui 
. u—i 
so daß nur fürl= »= 1 gleichzeitig ! und » größer als 0 sein können. In diesem Falle 
folgt aus (*) und (60) 
21 <3u, 241 2 3u —A1, also 24 = 3u —1. 
Das aber ist nicht möglich, da Punkte 7, oder 7, nach Nr. III nur für gerades „ vor- 
kommen. 
Zu 2. Zunächst folgt für 2 = 0 aus (*), daß n> 0, da nach Nr. III A > u an- 
genommen ist. Der zweite Teil der Behauptung sei indirekt bewiesen. Es sei also n > 4. 
27° 
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Wie wir schon früher gesehen haben, sind die Abszissen a, der Punkte 7, voneinander 
verschieden. Dasselbe gilt von den Ordinaten b,, wie wir jetzt zeigen können. Wäre 
z. B. b, = b,, so würde y —b, mit W, mindestens 24 Schnittpunkte haben. Da W, in x 
vom Grade 2A —n — » ist, so würde 2A — n— » > 2u folgen, was (*) widerspricht. 
Es müßte also W, den Faktor y — b, haben, was nach V, Satz 6 nicht möglich ist. 

Der Index k durchlaufe hier die Werte 1, 2, 3, 4. Es sei G ein Polynom in 2, y 
vom Grade (2, 2), das durch ®,,®%, teilbar ist, wo die Primteiler ®,, und ®,, durch (56) 


definiert sind. Notwendig dazu ist, daß in den Punkten 7, sowohl G wie auch ” ver- 


schwinden, was acht lineare Bedingungen für die Koeffizienten von G ergibt. Da die 
Zahl dieser Konstanten gleich 9 ist, so gibt es mindestens eine solche Funktion G. Es 
fragt sich, ob G zerfallen kann. Wir betrachten die verschiedenen möglichen Fälle. 

a)G=(z —a)H, [HJ] = (1,2). Wählt man etwa a=a, so muß H= FT 
sein in 7,, 7’, 73. Um zu zeigen, daß es ein solches Polynom H nicht gibt, sei der Ein- 
fachheit halber angenommen, daß a, = b, = 0), so daß 


H = 6,2 +4 Cg%y + c3y? + c42y®, au = (9% + 203y + 2c,2Y. 
Für die c, ergeben sich die Gleichungem 
4,6; + a,bj6, + bie, + abi, = 0, 
4a, +b,o, + abc, =, 
Azcı + a;b,C, + bc, + abc, = 0, 
4a,C, + byC; + aybzc, =. 


Die Determinante dieser Gleichungen ist 8a,a3b,ba(a, — a,)?, also von O0 verschieden, so 
daß H nicht existiert. 
oH 


b)G=(y—b)H, [H] = (2,1). Wählt man etwa b=b, so muß H= dy = (0 


sein in 7,, 73, 73. Da aber “ von y unabhängig und eine quadratische Funktion von 
x allein ist, so muß diese die drei Nullstellen a,, a,, a, haben, also identisch 0 sein. Dann 
ist H von y unabhängig und hat einen Faktor der Form x —a, so daß man auf den 
Fall a) zurückkommt. 

c) G = H,H,, [H;] = (1,1). H, und - können nicht beide in 7, verschwinden, 
weil dann 7, und damit auch G den Faktor x — a, haben würden, was wieder den Fall a) 
ergeben würde. Daher folgt aus 


0G oH, oH, 

a az rg 

daß H, und H, in 7, zu Null werden müssen. Die vier Punkte 7, müssen eine be- 
sondere Lage haben, damit ein Polynom H des Grades (1, 1) in ihnen verschwinden kann. 
Ist das der Fall, so hat 7 mit W, mindestens 44 Schnittpunkte. Da die Gesamtzahl der 
Schnittpunkte, nämlich 22 —n — v + 2u, wegen (*), da hier /=0, kleiner ist, so 
muß H Faktor von W, sein. Das aber ist nach Nr. V, Satz 6, nicht möglich. 


d) G ist unzerlegbar. Bei 7, ist 


G(z, y) = «(2 —a,) + (2), 
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wo unter (2) Glieder zweiter und höherer Ordnung zu verstehen sind. Die Koeffizienten c, 
sind von Null verschieden, wie man folgendermaßen einsieht. Es sei etwa c, = (0), so 
daß G in 7, einen Doppelpunkt hat. Bringt man diesen Punkt durch je eine lineare 
Transformation in x und in y nach (&, oo), so wird G ein eigentlicher Kegelschnitt, und 
dieser müßte in den drei den Punkten 7, 7,, 7, entsprechenden Punkten mit den durch 
sie gehenden Parallelen zur y-Achse zwei zusammenfallende Schnittpunkte haben. Das 
aber ist nicht möglich. Daraus folgt, daß G genau durch B,,®%, teilbar ist. 

Es ist 

(61) (Ban Bu) (Bin gr RR 7 2 | : 
(Bir, Bar) (Bra, Bir) 1 —1 
Da W, durch ®%, 8% teilbar ist, so haben G und W, in 7’, mindestens (vgl. [4]) 

- (Br Bir, 11852) = 2u 
Schnittpunkte, also im ganzen mindestens 84. Die Gesamtzahl, nämlich 
4A —2n —2v + Au, 
ist aber wegen (*) kleiner, so daß G Faktor von W, ist. Ist W, = GW,, so ist W, min- 
destens durch B4' Bi; *teilbar, da G genau durch ®,,8%, teilbar ist. G und W, ha- 
ben daher in 7, mindestens 
— (Bar Bin, Br BE) = 2u—2 
Schnittpunkte, also im ganzen mindestens 84 —8. Die Gesamtzahl, nämlich 
44 —Ah4—2n —2r +4u—h, 

ist aber wegen (*) kleiner, so daß G Faktor von W, sein muß. Das aber ist unmöglich, 
weil dann W, den quadratischen Faktor G? haben würde. 

Damit ist gezeigt, daß n nicht größer als 3 sein kann. Somit haben wir die Fälle 


.1m0O,n=3 2le0,ne2 31=0,nml. 





Vo. Der Falll>0,ason=v=®. 


In diesem Falle hat W die ! Punkte P, als 24-fache Punkte und vielleicht noch 
mehrfache Punkte S,, deren Vielfachheit höchstens a ist. In A, ist x=a,y=0. Die 
Punkte P, konnten und sollten so gewählt sein, daß W nicht den Faktor x — a, hat. 
Die in den Punkten $, liegenden Stellen nullter und höherer Ordnung haben wir mit 
R,, Ry,..., R, bezeichnet und die Vielfachheit von R, mit r,. Die Bezeichnung sei so 
gewählt, daß r, 2 r,, so daß A, als Stelle nullter Ordnung angenommen werden kann. 
R, liege im Punkte $,. In S, seix= ce. 

W hat mit x —o, in P, 24 Schnittpunkte. Da W in y vom Grade 24 ist, so sind 
weitere nicht vorhanden. Daher kann W keinen Faktor der Form y—b mit b+0 
haben, weil sonst der Schnittpunkt x = a,, y = b vorhanden wäre. Also: 

Für 1> 0 hat W keinen Faktor y—b,wob #0. 

Ist mindestens ein Punkt 5, vorhanden, ist also m > 0, so sei 


(62) 2sr, Sisyu; 
ist m =(), 80 sei 
(63) 2<sisu. 


Da dann nach Nr. V, Satz 1, die Punkte S, auf {8} keinen Einfluß haben, so ist {8,} > 0 
wenn 





KA-2ip2u—2i 
en 2 > 
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wo Q zur Abkürzung dienen soll. Wenn 24 —23i —li> 0, so ist der Zähler von 
ya—allz — 0) (2 — 0) (2 — a) ara 
ein ganzer Divisor der Klasse (2#-2#M%-%), der durch den Nenner von & teilbar ist, 
so daß (64) gilt. Daher muß 
ae 21 <(l+2)i 
sein. Wir unterscheiden verschiedene Fälle. 


A. Es sei mindestens eine Stelle S, vorhanden; S, liege nicht auf y. 
Zunächst gilt (***), so daß 


(65) 2A <(l+2i fürn, Sisu. 
Ferner ist im Falle I, wo W nicht den Faktor y hat, nach (**I) 
(66) 24 > 2ul 
und im Falle II, wo W den Faktor y hat, nach (**II) 
(67) 2 > (2u —i)l. 
Eine Fundamentaltransformation (P,, S,) führt statt zu W zu einem Polynom W’, 
dessen erste Gradzahl nach (8) den Wert 
(68) 22 =241 +2u —2u—n-+ M 
hat, wo n,=0 oder n, =1 ist, je nachdem r, gerade oder ungerade ist. Dabei ver- 


schwinden die mehrfachen Stellen ?, und R,, während eine neue Stelle R} mit der Viel- 
fachheit 


(69) n=4u—n+nm+9 
auftritt, wo ® = 1 oder 9 = 0), je nachdem W den Faktor x —c hat oder nicht. ° 
Wegen der in Nr. III angegebenen Eigenschaft 5 folgt aus (68) 
(70) A>2utn—Mm 
I. W hat nicht den Faktor y. 
Nach (65) und (66) ist 


au 
2ul S2A < (l+ 2)r, alsol< rn —2. 


Da r, S u, so folgt 1 <2, also l=4. Mit !=1 ergibt sich aus (65) und (70) 
2u+n —nmS24 <3r, 24 <2r, + m: 
Da r, < u, so folgt n, = ,r, = u ungerade, 24 = 34 —1, und wir erhalten den Fall 
4. 2/= 3u—1, u ungerade; W hat nicht den Faktor y; !=1. 
II. W = yW,. 
Nach (65) und (67) ist 








Au AI S2A<(l+ 2, 





oder, da r, S u, 


Für „= 2 ist daher !sS 3, und für u>2ist !<2. 
a)l!=3,u=2. Wegen u2n22istr, =2,n, = (0, so daß nach (65) und (67) 
2129,24 <10. Da 24 eine gerade Zahl ist, ist dieser Fall unmöglich. 
b) 2=2. Nach (65) und (67) ist jetzt 
21 <Ar SAıu, 21Z4u —2, 
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so daß r, = u,24 = 4u —2. W kann nicht den Faktor x — c enthalten. Wäre nämlich 
W = (x — c)yW,, so wäre der Grad von W, in x gleich 2 —1. Dayund W,in P,und P, 
je 24 —1 Schnittpunkte haben, so müßte 22 —1>4u—2 sein, während doch 
241 —1=4u—3 ist. In (69) ist daher # = 0, so daß für gerades u (n, = 0) durch eine 
Fundamentaltransformation (P,, S,) statt R, eine neue mehrfache Stelle R} der Viel- 
fachheit r, = u entsteht, während ! um 1 kleiner, also gleich 1 wird. Diesen Fall können 
wir hier fortlassen, also u = r, ungerade annehmen. Damit haben wir den Fall 
5. 21=4u—2, u ungerade. W = yW,; !=2. 
ec) 2=1. Aus (65) und (70) folgt mit !=1, dar, S u, 
2u+tn—ms2i<Ia, 2Zu<2arn tm S2u+ m, 
also 7, = 1, u =r, ungerade; 24 = 3u —1. Das ergibt den Fall 
4a. 4=3u—l1,r, = uungerade W= yW,;1=1. 








Diesen Fall kann man mit Fall 4 zusammennehmen, so daß dann in diesem Fall W 
den Faktor y haben kann oder nicht. 
B. Es sei mindestens eine Stelle S, vorhanden. S, liege auf y. 


I. W hat nicht den Faktor y. 
Da W mit yin P, 24 Schnittpunkte hat und in 5, mindestens r,, so besteht jetzt 


statt (66) die Ungleichheit 
21 22lu+r.. 
Andererseits gilt (65), so daß wegen r, S u 





2 
Au+n<irn+2r, SI tel Pe 


Da !> 0, so kann dieser Fall nicht eintreten. 


II. W = yW,. 
Da W, und ysich in P,in 24 — 1 und in S, in mindestens r, — 1 Punkten schneiden, 


so ist 


(71) 21 > (2u —-ANi+n—1. 
Nach (65) ist 
(72) 24 <Ir, + 2r,, 
so daß 
n+i 2u 1. 





Qu AI +n —i<Ir, + 2r, Cr Et ER 


Da r, S u, so wird 
2 


i<i+ yo z 
a) a=23,1=2. Wegn 2<r, <Su=2, ist r, =2 und aus (71) und (72) folgt 
24 >7,24 <8, was sich widerspricht. 
b) u„z2,1=1. Nach (71) und (72) wird 
Zu+n—2s2i<I, nZu- 
Wegen r, S u ist 
rn = u, 21 23u —2, 24 <3u, 
so daß 
2/4 = 3u —2, wenn u gerade; 24) = 34 —1, wenn u ungerade. 
Im Punkte 5, mögen außer AR, noch die Stellen R,,..., R,liegen. Der zu R, gehörende 
Primteiler sei €,; er sei im Nenner von $,; in der Potenz o, enthalten, so daß nach (32) 
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ji 


(73) o=(r— 8-7 


wo n; = 0 oder n; = 1, je nachdem r, gerade oder ungerade ist. 

W hat den Faktor y. Ist daher außer r, noch eine der anderen Vielfachheiten r,, 
etwa r,, gleich u, so geht y nach Satz 4 in Nr. III durch AR, und W, hat in A, die Viel- 
fachheit u —1. W, hat daher mit yin R, und AR, je u —1, also in $, mindestens 24—2 
Schnittpunkte, außerdem in P, noch 24 —1, also im ganzen mindestens 4u —3, so 
daß 24 > 4u —3. Für 24 = 34 —2 folgt u s 1, was der Voraussetzung x > 2 wider- 
spricht. Für 24 = 34 —1 ergibt sich u < 2, was auch nicht möglich ist, da in diesem 
Falle # ungerade sein muß. Daher ist 

(74) nsu—ifürk>1. 

Das gilt zunächst nur für k=1,2,...,s. Es kann aber auf y auch kein von 5, ver- 
schiedener Punkt S, mit der Mehrfachheit u liegen, weil dann die Zahl der Schnitt- 
punkte von W, mit y wieder mindestens 44 —3 wäre. Ist außerhalb y ein „-facher 
Punkt vorhanden, so erhält man die Fälle 4a oder 5. Daher kann man hier annehmen, 
daß (74) für alle von 1 verschiedenen & gilt. 

Wir unterscheiden die beiden Fälle: u en 24 = 3u —1; u gerade, 2iA=3u—2. 

b. 1) # ungerade, 24 = 3u —1. 

Wegen (74) hat nach Satz 3a in Nr. III nur ?P, einen Einfluß auf {8,_,}, so daß 


(75) {8-1} > 9, 
wenn 
Lim: 
(76) er >0 


Da der Zähler von (x — a,)*+!y? ein ganzer Divisor der Klasse (*+!M?) ist, der durch 
Art! (sogar durch A4*°) teilbar ist, so gilt (76), also (75). Dieser Fall scheidet daher aus. 
b. 2) u gerade, 24 = 3u —2. 
Nach (74) und Satz 1 in Nr. III haben nur ?, und $S, einen Einfluß auf {8,_,}; 
so daß (75) gilt, wenn 





UM? 
(77) {0} ER [65 Ser C 2 0. 
Wegen (74) ist nach (73) füri = „u —1. 
(78) oe<s(1,0,0,...,0)g. 


Enthält y den Primteiler €, in der Potenz m,, und ist u, = 1 oder u, = 0), je nachdem y 
durch AR, geht oder nicht, so ist wegen u, =1 
m= ug 2(1,0,0,...,0)g. 

Durch Vergleich mit (78) folgt o < m, so daß y durch E1:€# - - - &}* teilbar ist. Daher 
ist der Zähler von (x — a,)"y? ein ganzer Divisor der Klasse (2-M?), der durch den 
Nenner von & teilbar ist, so daß (77) und damit (75) gilt. Dieser Fall scheidet daher 
auch aus. 

C. Es sei keine Stelle S, vorhanden. 
I. W hat nicht den Faktor y. 

Nach (**I) und (***), diese Ungleichheit jetzt für i = 2 genommen, ist 

2ul <s2/ <2l +4, also („—Ai)i si, 

so daß u=2,1=1. Dann ergibt sich aus (***) füri= 2 wegen A2u=2,daß} =2. 
Wir haben so den Fall 

6. i=u=32, l=1. 
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II. W = yW,. 

Nach (**II) und (***) für i = 2 ist, da 2A eine gerade Zahl ist, 

(2u A s27 s2l +2, also (2u —3)l S2. 

Das gibt die Fälle 

6a. i=u=2 Ii=1; W=yW. 

A i=3,u=23, 1=2; W=yW,„ 
von denen der erste mit zu 6 genommen werden kann. 

Wir zeigen im folgenden, daß sich.in den Fällen 1 bis 5 das Polynom W durch 


passend gewählte birationale Transformationen durch ein anderes ersetzen läßt, dessen 
zweite Gradzahl kleiner als 24 ist, wodurch eine Vereinfachung eintritt. 








vı. Fall 1: 1=0,n= 3; p gerade. 


Nach (*) ist in diesem Falle A= u oder A= „+ 1. Wir setzen 

(79) A=u+d, woödö=0 .oderd=1. 
W hat drei (# + 1)-fache Punkte 7, mit den Koordinaten a,, b,. Sowohl die a, wie die 
b, sind, wie wir oben gesehen haben, voneinander verschieden. Ferner hat W nach Satz 6 
in Nr. III keinen Faktor der Form y —b. Am Ende von Nr. V sind die Punkte T, 


charakterisiert. 
Zum Teil in Abänderung früherer Bezeichnung sei gesetzt: 





(80) g(2) = (2 —a,) (2 —a,) (2 —a,), hy) = (y — bu) (y — bu) (y — ba). 
(81) Wi, y) _ g(z)Wulz, Yy), [W;] a; (&, ß) = (24 —), 2 u). 
(82) g’(a,) = gu h’'(b,) = h,. 
_2—% y-h ı _7’—a _Y—b 
(83) L, . En M, a“ m ° L, Eu; u M, ums hr . 


Es ist identisch 
L+Lb+L=0, aL, +, +aLl,= —I, 
M+M+M,=0, 5,M, +b5M, +bM, = —1; 
entsprechende Gleichungen gelten für Z) und M;,. 
Die anzuwendende Transformation soll die Form haben 


(84) 


' G ’ ’ 
(85) ee y=n [= 


Die Kurven 
G(z, Yy) ai Got, y) en XG,(t, y) 

des Büschels (Gy sollen in den drei Punkten 7, Tangenten parallel zur y-Achse haben, 
oder genauer, die Polynome G sollen für k = 1,2,3 durch ®,,®%, teilbar sein, wo die | 
3, durch (56) definiert sind. Es genügt, zu fordern, daß G durch ®;, teilbar ist, da jedes 
in T, verschwindende Polynom von selbst durch 8,, teilbar ist. Daß G, und G, in der 
gewünschten Weise zu bestimmen sind, wird sich im folgenden ergeben. 

Da in-7, sowohl G = 0 wie 2 = (), so folgen aus G = 0 durch Auflössen nach x 
Gleichungen der Form 

(86) N'L, = A,(z', yJM?, N'L, = A,(2', y)M?, N'L, = A,(#’, y)M3, 
wo 
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Aus (84) und (86) folgt 
(88) A,M} + AM; + AM; =, 
(89) — N’ = a,A,M? + 0,A,M3 + a3A;M}. 
Für y= b, ist nach (83) und (84) 
M=0, M,=—M, 
also wegen (88) A, = — A,, so daß für y = b, die Funktionen A, und —A, in dieselbe 
lineare Funktion von x’ übergehen. Ebenso gehen A, und —A, für y = b, in dieselbe 
lineare Funktion von x’ über und schließlich auch A, und —A, für y=b,. Die Null- 
stellen dieser Funktionen seien a}, a,, a,. Sie sind voneinander verschieden. Man kann 
nämlich z.B. A, in der Form 
A, =ola’ —a;) + ß 
schreiben, wo x und ß lineare Funktionen von y sind. Nach dem eben Bewiesenen müßte, 
wenn a, = a, wäre, die Funktion £ die Nullstellen b, und b, haben, also identisch Null 
sein. Aus (88) folgt dann, da M3 und M3 linear unabhängig sind, daß A, und A, ebenso 
wie A, den Faktor x’ —a, haben müssen, den dann wegen (89) auch N’ haben würde. 
Diesen Faktor könnte man in (86) fortheben und x’ würde aus diesen Gleichungen ganz 
herausfallen, was nicht sein darf. Durch eine lineare gebrochene Substitution von x’ 
die nichts Wesentliches ändert, kann man daher erreichen, daß a, = a, wird, was die 
Rechnung formal vereinfacht. Die A, kann man dann in der Form schreiben 
A, = BL,M, + yL;M,, 4,= yL;M, + «L,M;, 4, = «LM; + BL,M,, 
wo &, ß, y konstant sind. Setzt man diese Ausdrücke in die Identität (88) ein, eliminiert 
L; und M, mit (84), so erhält man nach Fortlassen des Faktors M,M, 
M,l& — VL + —y)L]+ Mile». +ß—YL]=0. 
Da L! und Z; und ebenso M, und M, linear unabhängig sind, so ist «=ß=y. Da es auf 
einen gemeinsamen Faktor nicht ankommt, so kann man also setzen 
(90) A)= LM, + 1;M, A, = L;M, + LM, A; = LM; + L,M,. 
Die Transformationsformeln (86) erhalten die Form 
N'L, = (L;M, + L3M,)M?, N'L, = (LM, + L\M,)M%, 
N'L, = (LM, + L,M,)M%. 
Der Nenner N’ ergibt sich aus (89). 
Aus (91) ergibt sich umgekehrt x’ als Funktion von x, y auf folgende Art. Setzt man 
L|M,M, = u, LM,M, = v, KM,M, = uw, 
N'L N'L N'L 
m, PEN m als, M, N 
so lauten die Gleichungen (91) 
vtv=auwu+u=bu+tv=e, 


(91) 











so daß 
Re BERG EUP mir RBEt, "PER RER Y 
2 P 2 ’ 2 
Setzt man 
(92) NN’ = 2M3M3M}, 
so ist also 


| NL, = (—L,M,M, + L,M,M, + L,M,M,)M,, 
(93) NL, =( LM,M; — L,M;M, + L,M,M;,)M,, 
NL, =( LM,M, + L,M;M, —L,M,M;)M,;. 
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Mit Benutzung von (84) ist auch 
(94) NL, = —(L,M3 + L,M3)M,, NL, = — (L,M} + L,M3)M,, 
NL; = —(L,M? + L,M?)M,. 
Wegen (84) folgt hieraus 
(95) N = a,(L,M3 + L,M3)M, + a,(L,M? + L,M3)M, + a,(L,M2 + L,M?)M;. 
Die Transformationsformeln haben die Form 
er Got, Y) a Go’, y) 

(96) en Guy)’ 
wobei y ungeändert bleibt. Setzt man 

(97) G=G—- 160, = — 16, 
so ist [G] = [G’] = (1, 3). Bezeichnet man die Zähler der Funktionen G und G’ mit © 
und ®, so ist daher 

(98) GG, ELM, HAAG, AG AEYME, 
wo 8, %,M die Nenner von x, x’, y sind. 

Die ausgezeichneten Punkte der Transformation sind im Körper (x, y) die Un- 
bestimmtheitspunkte von x’, also die festen Punkte des Büschels (G), und im Körper 
(x’, y’) sind es die festen Punkte des Büschels (G’). In (x, y) sind daher die drei Punkte 7, 
und in (2’, y’), wie aus (93) folgt, die drei Punkte 

SS: =a,y=b„k=1,2,3, 
ausgezeichnete Punkte. Daß es weitere nicht gibt, werden wir noch sehen. Bei T, er- 
gibt sich aus G = 0 für x —a, eine Entwicklung nach Potenzen von y —b,, die fol- 
gendermaßen beginnt: 

(99) ı—,=aly—b)’+''‘, 
wie am einfachsten aus (91) folgt. Je zwei Kurven des Büschels (G) haben daher in T, 
mindestens zwei Schnittpunkte. Da sie im ganzen sechs haben, so ergibt sich einmal, 
daß weitere feste Punkte nicht vorhanden sein können, und weiter, daß der Koeffzient e, 
in (99) von x’ abhängen muß, was man übrigens leicht durch Ausrechnung bestätigen 
kann. Setzt man daher 

(100) A=1r— a, —ıuly — bi), 
so ist A, die Eichfunktion eines zu 7’, gehörenden für die Transformation ausgezeichneten 
Primteilers a, zweiter Art, der als Primteiler des Körpers (z’, y) von der ersten Art ist, 
und als solcher mit X, bezeichnet sei. Nach (56) ist a, mit ®,, identisch. Nach der 
allgemeinen Theorie [4] ist 


(101) (a, a,) = -,, (a,0)=0 fürı#k. 








Ferner wird ein allgemeiner Divisor der Schar (&) durch a; teilbar, so daß 

(102) s(&) = ataza?. 

Bei 5, ergibt sich nach (93) aus G’ = Ofür x’ — a, eine Entwicklung nach Potenzen 
von y —b,, die folgendermaßen beginnt 








(103) x —a,=cly—b,) + caly —b)? +: 
Man findet 
u _Bılba ne b;) ne _8albs —b,) _._83(dı — ba) 
. Wr hılaz —a;)' halaz —a,)’ er. hala, —a,)' 


Diese Koeffizienten sind also konstant, so daß je zwei Kurven des Büschels (G’3 ein- 
ander in $, berühren und dort mindestens zwei Schnittpunkte haben. Da sie im ganzen 
28* 
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sechs haben, so ergibt sich einmal, daß weitere feste Punkte nicht vorhanden sind, und 
außerdem, daß in (103) der Koeffizient c,, von x abhängt. Setzt man also 

(105) A, == (8 — a) — cly — bu) ty — bu)? 
so ist A) die Eichfunktion eines ausgezeichneten Primteilers zweiter Art a, des Körpers 
(x’, y), der durch die Transformation in einen Primteiler X, erster Art des Körpers (x, y) 
übergeht. Es ist 


(106) (a, 0) = „2 (ü,4)=0 fürı$k, 


(107) s(&) = aayaz. 

Da x’ für a, = 0 veränderlich bleibt, während y in b, übergeht, so ist X, der Zähler 
von y —b, im Körper (2’,y). Ebenso ist A, der Zähler von y —b, im Körper (x, y). 
Daraus folgt 

(108) WM, AU); UM, (U) = a. 
Dem Zähler %, von W, entspreche in (x’, y) der Divisor ®,. Da a, mit ®,, identisch 
ist, und wegen (81) ist 








(109) s(B)=arara, WW; 
es sei 
(110) s(W) = afatat, WALM. 
Mit. den Transformationsformeln (vgl. (98), (102), (107) bis (110)) 
„URN, URN 8 _ 
ee a A u a U 
a u _ SW „_G  2W 
SO) aaa SO) araza, 


ergibt sich wegen (101) und (106), und da die Zahl der Schnittpunkte eines Divisors 
zweiter Art mit einem Divisor erster Art desselben Körpers immer Null ist, 


1, BR n Wo M UM 
206 0) = (ab ee) = (mrarapap) = 
so daß wegen (79) und (81) 
(111) =Xun +28 —3). 


Ferner wird 


x = (M, 8) = (M, zw -(R.) — (M, EM) a = 2u +28 —3, 








(112) ß' "3 (8 %;) En @ Wo ar Go Do ” AM: REM 
ET ER) \l5) W))  \arazaz’ arrazraz)” 
(113) B' = 3 + B —6u = 2u +66 — 9; 
w.  _EMER 
0 KM o-W . 
Da 
’ . A 
N  ems’ y—b m 
so wird, wenn man 
ini: 
gr — Me 


setzt, 
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(114) Ww, = [(y —b,) (y — be) (y —b,)]* Di 


Da es auf einen konstanten Faktor nicht ankommt, kann man W in der Form 
annehmen 


W — L,LL;W,. 
Dann wird nach (86) und (114) 


W = [(y —b,) (Y zn (y —b,)y g A,A3A,Wi. 





Setzt man also 
so ist der Körper (x, y,z) identisch mit dem Körper (z’, y, 2’). Dabei ist nach (112) 
und (113) 
[Asa’, 9] = (1,1), [Wo] = (2u + 28 —3, 24 + 66 —9), 
[W’] = (2u + 26, 24 +68 —6). 

Für ö=0(}= u) ist die zweite Gradzahl von W’ gleich 24 —6, also kleiner als 
die von W, so daß eine Vereinfachung eingetreten ist. Nur der Faldö=1(A=u+1) 
ist weiter zu behandeln. In diesem Fall hat W’ dieselben Gradzahlen (2A, 24) wie W, 


aber andere Singularitäten. 
Zunächst lassen wir die Striche fort, so daß 


(115) 2=W= A,lz, yY)Azlz, y)Azlz, y)Wolz, Y), 
Ist in erlaubter Abänderung gegenüber (105) 


1 
(117) A,= A, 2? en Au (2— a,)?, 


so ist nach (111) W, durch die (24 —2)-te Potenz des durch die Eichfunktion (117) 
definierten Primteilers a, teilbar. 

Nach (90) wird A, in den Punkten $, und S, zu Null, wo 5, = (a,, 5,). Bezeichnet 
man den Wert einer Funktion f(z, y) in 5, mit fs, so sind nach (90) die Glieder erster 
Ordnung von A, bei 5, 

L.M C—ü y— 1 
Ma + LaM; = —— Ma + —— Lg = 7 [7 bh ——(2—@)|, 
62 2 2 (2 
wo c, durch (104) gegeben ist. Entsprechendes gilt für den Punkt 5, und für die Funk- 
tionen A, und A,. Daraus folgt z. B., daß die Kurven A, und A, einander in 5, be- 
rühren, sich also nur in S, treffen, da die Zahl ihrer Schnittpunkte 2 ist. Ferner ergibt 
sich, daß A, durch aa3, A, durch aa? und A, durch ajaz teilbar ist. 
Die Transformation, die zu einer Vereinfachung führt, ist folgende. Man setze 








(118) yo mit [6] = [6.]= 8,9), =, 
woraus umgekehrt folgt 
(119) y- at mit [G]= [6]= (@, 1), 2 = «’. 


Die Veränderliche x bleibt also ungeändert. Dabei sollen die Kurven G =G6G, — y’G, 
durch die drei Punkte $, gehen und durch ajazaz teilbar sein, wo a, durch (117) definiert 
ist. Eine solche Transformation ist, wie wir gleich sehen werden, die reziproke zu der 
eben benutzten, wenn man x mit y vertauscht. Sie lautet also nach (91) und (93) 
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N'M, = (—MiL,L, + M;L;,L, + M;L.L))L.. 
(120) NM,=( MıLL, — M3L,L, + M;LıL)L;, 
NM,=( MıLL, + M;L,L, — M;L.L)L;; 
jan [Mi = (La, + LuMJLh, NM; = (LaMı + LMyLE, 
ai | NM, = (LM, + L,M))L; 
und hat folgende Eigenschaften: 
4. Die ausgezeichneten Punkte der Transformation sind im Körper (x, y) und in 
(x, y') die drei Stellen (a,, b,). Im ersten sind sie mit S, und im zweiten seien sie mit 
T, bezeichnet. 
2. Zu S, gehört der ausgezeichnete Primteiler a, mit der Eichfunktion (117) und 
zu T, der ausgezeichnete Primteiler a, mit der Eichfunktion 
(122) A,=(y —b) (2 —ay)®. 
Für diese gelten die Gleichungen (101) und (106). 
3. Dem Primteiler a, entspricht im Körper (x, y') der Primteiler X, und dem 
Primteiler a, entspricht in (x, y) der Primteiler W,, die beide der Zähler von x —a, sind. 
Bezeichnet man die Zähler der Funktionen G,G’, A, mit ©, &,%, und die den 
Divisoren %,,%, durch die Transformation entsprechenden mit ®;, %,, so gelten die 
Formeln 
_U _ 2 ,_u_8 


nn. —, k —mw— 


0 








& (ik Mr (dr Ar’ 
gm SG, RIM ‚. so IM 
== Fr BE WELWEL = EuB 
s(©’) fi Pi Pa s(©) aazaz’ 
A _# VW, Bo 
aa aaa (aaa) aa 
Ferner ist 
Fr EM, Bo m IM, 
und es sei 


Ir m LME, WEM. 
Mit (104) und (106) ergibt sich 





tn (u) (= 
nk -- 
1 ‚_ 8 L LM 

DAL. > (a Tenlenfe) zu (= a) a” 0, 
u (nr) 
300= (dr zfagtonte) = (nagns) = 0 


so daß 
sd) = a2, sd) = a3, sd) = m}. 
Ähnlich ergibt sich 
(123) == =4u—2), 
und aus den Gleichungen 
MB), = R), = MT), = (8, 8) 


findet man durch Übergang zu den entsprechenden Divisoren des Körpers (x, y) 


(124) "—=2u—4, P =2u—3, ,=0, y,=1. 
Da hiernach $%, —M’ und %; durch a; teilbar ist, so ist $, der Zähler von y’ — b,, so daß 
(125) wmv 
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Ferner wird 











w-_%.__ UUNTR ,_u_ EEE 
0 QM Qu, 3 ’ * AM 2G, e 
era, = N“ 
Setzt man 
Ww Ds 


Qu Mu-3’ 
so wird bis auf konstante Faktoren 


Ww,= (2 —a,) (& ui. IS en.) a wi 





1 , 
A, u N’ (. — a) (2 — a,)?(Y Pa b,), 





(126) W = ArdaAsWi | ok Inn imma Fu du blu —b) Wi. 


Für 
2? = W' = (y—b) (y — bu) (y —b)Wo 
sind also die Körper (x, y,z) und (x, y’,2’) identisch. Läßt man die Striche fort und 
vertauscht x mit y, also auch a, mit b,, so ist der Körper (x, y, 2) mit 
2=W = (2 —a,)(x —a,)(z —a,)W, 
weiter zu behandeln. Dabei ist 
[W] = (2u, 2u —A). 

Da die zweite Gradzahl kleiner geworden ist, so ist eine Vereinfachung eingetreten. Im 
besonderen ist W, für u = 2 eine lineare, von y unabhängige Funktion von x, so daß 
2?=(2 —a)(2 —a)(2 —a,)(2 —a,); 

d. h. man hat den Fall 4 der Einleitung. Für « = 3 erhält man den Fall 2 der Einleitung. 
In diesen Fällen ist man also am Ziel. Ist «> 3, so muß man W wieder auf die redu- 

zierte Form bringen und weiter behandeln. 


IX. Fall 2: 1=0,n=2,% = g gerade. 


Ähnlich wie im vorigen Fall sei gesetzt: 
g(2) = (x —a,)(z —a,), h(y) = (y —bi)ly — ba), 8 = 8'(a), hr = h’(b), 


1.-°-% 1" Z% y-9 
k 7 ’ k &: , k hr ’ 
so daß 
(127) L+L,=14, 4b +%=14 M+M=1. 
Ferner sei 


W =L,L,W,, so daß [W,] = (24 — 2, 24). 
Wir benutzen die Transformation 
N'L, = LiM}, N'L, = LM}, 
wo wegen (127) 
N’ = LiM? + LM}. 
Umgekehrt ist für NN’= M?M3 
NL! = L,M?, NL, = L,M?, N=L,M3 + L,M'. 
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Die Transformation hat die Form 
Gua,y) „_CdmY) us. 
le, y)’ T  Ge(z, y)’ mit [G] ze [6 ] = (1,2), 
während y ungeändert bleibt. Die Kurven G des Büschels G, — x’G, schneiden W, in 
jedem der beiden Punkte 7, in 24 Punkten, also im ganzen in Au festen Punkten. Da 
die Gesamtzahl der Schnittpunkte 64 —4 ist, so ist die Zahl der beweglichen 24 — 4. 
Daher entspricht W, durch die Transformation ein Polynom W;, dessen zweite Grad- 
zahl 24 —4 ist. Die erste bleibt ungeändert. 
Bis auf konstante Faktoren wird 





. , Wilr', 
Ww, = (y —b)* (y — bu)” u, 








— — a+1)2 
W = L,LW, = LLWilz, | N Y. 


Setzt man also 
2? = (2 —a,) (8 —a,) Wula’,y)=W', 
so sind die Körper (x, y, 2) und (z’, y, 2’) identisch. Da 
[W'] = (24, 24 —4), 
so ist die zweite Gradzahl kleiner geworden und damit eine Vereinfachung eingetreten. 


X. Fall3: 1=0,n=1,%=p, gerade, W=(x—a)W,. 


A. W habe außer den beiden in T = (a, b) liegenden Stellen Q, und Q, nur Stellen, 
deren Vielfachheit kleiner als u ist. Da dann nur 7 einen Einfluß auf {8,_,} hat, so ist 


(128) {8,3 >; 
wenn 
LM? 
vn 9 = (558....05]>0 


wo Bi, Ba, ---,®, die zu 7 gehörenden Primteiler zweiter Art sind. 

Nach Nr. III, Satz 7, ist aber (x — a)? durch den Nenner von & teilbar, so daß 
z. B. der Zähler von (x — a)?y? ein ganzer Divisor aus (22M?) ist, der durch den Nenner 
von & teilbar ist. Daher gilt (129) und also (128). Dieser Fall scheidet daher aus. 

B. W habe außer den Stellen Q,,Q, nur eine Stelle P, deren Vielfachheit p größer 
als u —A ist. Da W reduziert ist, so ist i.a. p= u. Nur wenn W einen Punkt 7’ hat 
(vgl. Nr. V, nach Satz 5), st p=u-+1. 

a) P liege im Punkte 5 = («, $), und es sei S verschieden von 7. $ enthalte die 
vielfachen Stellen R,= P,R,,..., R, mit den Vielfachheiten r, = p,r3,-..,r, Die 





zugehörigen Primteiler zweiter Art seien €,,€,,...,€,, und es sei €, im Nenner von $, 
in der Potenz o, enthalten. Nach Voraussetzung ist 
(130) n Sutil, nsu—1fürk>1. 
Da nur 7 und $ einen Einfluß auf {8,_,} haben, so gilt (128), wenn 
K2IM? 
(131) {0} u 3 0. 


Ist g die zum Punkte $ gehörende Matrix g, ist ferner €, in y— ß in der Potenz m, 

enthalten, so ist für i= u —1 wegen (130) 
oe<s(2,0,0,...,0)8, m 2(1,0,0,...,0)g, 

so dB 2m —o =>0. D.h. (y — PB)? ist durch EiE5 - - - E) teilbar. Da (x — x)? den 

Divisor BB - - - 8’ enthält, so ist der Zähler von (x — a)y — ß)? ein ganzer durch 
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den Nenner von & in (131) teilbarer Divisor aus (2?M?), so daß (131) und damit (128) 
gelten. Dieser Fall scheidet also auch aus. 

b) P liege in T, so daß T = Q,,p = g,. Nach Voraussetzung ist, da nach Nr. V, 
(42), qg, nicht größer als „ sein kann, 


(132) H=-n=n+h,G= m, Su—ifürk>3. 
Da nur T einen Einfluß auf {$,_,} hat, so gilt (128), wenn (129) gilt. Ist ®, in -—a 


und 4 —b in den Potenzen /, und m, enthalten, so ist nach Nr. V, (50), (53), wenn g 
die zu 7 gehörende Matrix g ist, 
(133) = (1,1,0,0,...,08, m 2 (1,0,0,...,08; 
ferner ist wegen (132) für i= „u —1 
ts (2,2,1,0,0,...,0)g, 
so daß wegen (133) 
2!+m —ı2(1,0, —1,0,...,0)g. 
Da nach Satz 5 in Nr. V die Elemente der ersten Zeile von g nicht kleiner sind als die 
der dritten, so folgt, daß 
i2i+m—r20. 
D.h., es ist (x — a)?(y —b) durch den Nenner von D in (129) teilbar, so daß (129) und 
damit (128) gilt. Dieser Fall scheidet daher auch aus. 

C. W habe außer den beiden in T liegenden Stellen Q,, Q noch mindestens zwei Stellen 
P;, Pa, deren Vielfachheiten p,, Pa nicht kleiner als u sind. In diesem Fall führt eine Trans- 
formation folgender Form zu einer Vereinfachung: 

’ Got, y) BER Gilt’, y) . m FR 
(134) x Galz,y)’ 7 Ge, y)’ [6] = [6] = (1,2), 
während y ungeändert bleibt. Dabei sollen die Kurven G=6G,—2’G, durch die vier 
Stellen Q,, Q@3, Pı, Pa gehen. 

Zunächst sei gezeigt, daß es immer zwei linear unabhängige und teilerfremde Poly- 
nome G der verlangten Art gibt. Die Stelle ?, liege im Punkte 5, = (a,, ß,); wenn 
5, = S,, so mögen sie beide mit S = (x, ß) bezeichnet werden. 

a) 5, und 5, sind voneinander und von 7 verschieden. Dann ist 8, + ß, und 
ß; # b. Wäre nämlich z. B. ß, = ß, oder ß, = b, so würden y — ß, und W, mindestens 
2u Schnittpunkte haben, während der Grad von W, in x nur 24 —1 ist. Es müßte daher 
y — ß, Faktor von W, sein, was nach Satz 6 in Nr. V nicht möglich ist. Dagegen kann 
% = %, sein; aber nicht a gleich &, oder &,, da die Gerade x = a die Kurve W, in T 
schon in 24 Punkten schneidet. 

Daß G durch die Stellen @, und Q, geht, bedeutet, daß G den durch (56) definierten 
Primteiler ®,, in der zweiten Potenz enthält. Außerdem muß G in 5, und S, verschwinden. 
Zwei linear unabhängige Polynome dieser Art sind 

G, = (2 —a)(y — Pılly — Bo), 

G, = [a —a,)(b — PB 2 —aı)(y — PB) —(a —a)b — Bel —an)(y —Bı)lly—b)- 
Die Eichfunktionen der zu den Stellen Q,,@, gehörenden Primteiler zweiter Art 
B,, ®, sind (vgl. (56)) 


(135) 


(136) B, = (r —a) —t(y —b), BB = (2 —a) —tı(y —b)?. 
Zu der Stelle ?P, gehöre der Primteiler €,. Seine Eichfunktion ist 
(137) l,=(2 —a,) ty —Pı)- 
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Es ist 

(138) s(W) = Urt Br HE teyt“, 
wo &,=( oder e, = 1, je nachdem P, eine u-fache oder eine (u + 1)-fache Stelle ist. 

b) 5, und $, sind gleich, aber von 7 verschieden. Die Gerade y—ß =0 kann 
nicht durch beide Stellen ?P, und ?, gehen, weil dann y— ß und W, mindestens 24 
Schnittpunkte hätten, während doch der Grad von W, in x nur 24 —1 ist. Man kann 
in diesem Falle G, und G, erhalten, indem man in (135) 5, längs einer Geraden 

2 — 0 —m(y — PB) = 0 
nach 5, wandern läßt. Daß m = », ist ja nach dem eben Gesagten ausgeschlossen. 
Setzt man in (135) 
% = 0, + dm, fa = Pı +6 
und läßt ö nach 0 gehen, und zwar bei G, nach Division mit ö, so erhält man unter Weg- 
lassung des Index bei a, und ßı 
G,= (2 —a)(y —B)®, 

G, = {(a —a)(b —B) [x — x) —m(y —B)] — [la —a) —mib — B)(z —a)(y —A)} (y—b). 
Die Konstante m ist so zu wählen, daß G, durch die beiden in $ liegenden Stellen ?, und 
P, geht. Sind daher €,,€, die zu ?,, P, gehörenden Primteiler zweiter Art, so sind 
deren Eichfunktionen 

139) T=(@2—a) -tıly— PB), T3= (2 —o) —miy — B)—tly — B)*. 
Die Vielfachheit von W, in P, ist „ oder # + 1; sie sei mit u + e bezeichnet. Dagegen 
ist p, = u, da für p, = „u + 1 der Punkt $ einer der Punkte 7, wäre. Ist €, in W in 
der Potenz v, enthalten, so ist also 


= p-(uteam|g4|=Ww+te2ute). 


Da bei 7 die Verhältnisse so liegen wie im Fall a), so ist 
(140) s(W) = U BI Pr +". 
c) 5, fällt mit 7 zusammen, 5, aber nicht, so daß P, = Q,, Pı = 95: Bei 5, und 
&g, a werde der Index fortgelassen. Die Bezeichnung sei wie unter A. gewählt. Nach 
Voraussetzung ist wie in B.b) 
(141) = =-u+l,9=m=u. 
Die Gerade x — a = 0 geht durch 0, und Q,, aber nicht durch Q,, d.h. es ist 
„=, =1,1,=0 
(vgl. (53)). Die Gerade y —b = 0 geht durch Q,, aber nicht durch Q, und nicht durch 
Q,, weil sie sonst mit W, mindestens 24 Schnittpunkte hätte. Daher ist 
melm= m. 
Der Punkt 7 werde bis einschließlich Q, aufgelöst. Da W, an jeder der Stellen Q,,02,03 
einen „-fachen Punkt hat, so ist (vgl. den Schluß des Beweises von Satz 3 in Nr. V) 


14 0 111 
(142) h=|0 ı —|, g=lo11l. 
004 


m: 
Also ist 


== (1,1,0)8g = (1,2,2), 

m = ug = (1,0,0)g = (1,1, 1), 

so daß x —a genau durch 8,8285 und y —b genau durch 8,8,8, teilbar sein muß. 
Daher haben die Eichfunktionen der ®, die Form 


. (143) 
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B, = (2 —a) —i(y—b), B= (2 —a) — ty —b)®, 
B, = (2 —a) -dy—b)’ ty —b), c#0. 
Daß c +0, ergibt sich daraus, daß x —a für c=0 durch die dritte Potenz von ®, 
teilbar sein würde, was (143) widerspricht. 
Da die Polynome G keinen allen gemeinsamen Faktor haben dürfen, so haben sie 
i.a. keinen mehrfachen Punkt. Denn ihr Grad in x ist 1. Daher können sie i. a. durch 
die Stellen Q,, Q,, Q, nur einfach gehen. Enthalten also die Polynome G den Primteiler 
3, in der Potenz y,, so ist 
(1, 1, 1)g - (1, 2,3), 
so daß dieG durch 8,828} teilbar sein müssen. Außerdem müssen sie in $ verschwinden. 
Man kann daher wählen 
G= (2 —a)ly —b)(y —P), 
G, = (a — a) —b)[x —a — c(y —5)?] — [x —a — dB — b)?z — a)ly —b). 
Zu der in S liegenden Stelle nullter Ordnung P, gehöre der Primteiler €; seine 
Eichfunktion ist 
P=(2—a) -Uy—P). 
In W ist er in der Potenz u + e enthalten, wo e=0 oder e=1. Ist ®, in W in der 
Potenz w, enthalten, so ist wegen (141) 
v=g=(u+ 1,24 + 2,34 +2), 
so daß 
(144) s(W) = EHRE. 
d) P, und P, liegen beide in T,so daß P, = Q,P, = Qundp, =, =Pr = un. 
Der Punkt 7 werde bis einschließlich Q, aufgelöst. Da W, in jeder der vier Stellen 
Q, einen „-fachen Punkt hat, so haben die Matrizen h und g die Form 


erz 1114 
Eu 4.8 01 
(145) el. 5 4 ıp 8-Tgoiı 
oo0ooA 0004 


Wegen (53), und da die Gerade y —b = 0) wieder nur durch Q,, aber nicht durch die drei 
anderen Punkte Q, gehen kann, wird 
l= )g=(1,1,0,0)g = (1, 2, 2, 2), 
m = ug = (1, 0,0, 0)g = (1,1,1, 1), 
so daß x —.a genau durch 8,82838? und y—b genau durch B,8,8,®, teilbar sein 
muß. Daher sind die Eichfunktionen der ®, 
(147) B, = (2 —a) —tı(y—b), BE, = (2 —a) — c(y — 5)? — 1,(y —b)®, 
B, = (2 —a) —t(y —b)?, B, = (8 — a) — c(y — 5b)? — d(y — 5)? —tuly — b)*, 
wo c #0, während d=0 sein kann. Wäre nämlich c = 0, so würde x —a den Prim- 
teiler ®, in der dritten Potenz enthalten, was (146) widerspricht. 
Ist wieder ®, in den Polynomen G in der Potenz y, enthalten, so folgt, da die G 
i.a. nur einfach durch die Stellen Q, gehen können, 
y= (1,1,1,1)g = (1, 2, 3, 4), 
so daß jedes Polynom G durch 8,8838 teilbar sein muß. 
Als zwei linear unabhängige Polynome G kann man wählen 


G=@-)y-d, = (a) day ray —b). 
29* 


(146) 
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Ist 8, in W in der Potenz w, enthalten, so ist 
v=g=(luthua+tlmug=(u+1,2u +2,34 +2,44 +2), 





(148) s(W) = HB, 
Der Transformation kann man, z. B. folgende Form geben: 
(149) en AG, ul —a) 


BG, +(G, ver—a)+w’ 
wo A, B, C Konstanten mit der Bedingung AC +0 sind, während u, v, w quadratische 
Funktionen von y sind. Für w erhält man in allen Fällen cC(y — b)?, wo c konstant ist, 
so daß man durch jedesmalige passende Wahl von C erreichen kann, daß w =(y —b)?. 
Aus (149) ergibt sich umgekehrt 
(# —a)(y—b)® 
N’ ’ 

Die ausgezeichneten Punkte der Transformation im Körper (x, y) sind die festen 
Punkte des Büschels (G), also der Punkt 7 und außerdem die Punkte $,, 5, im Falle a) 
und der Punkt 5 in den Fällen b) und c). Ist in einem dieser Punkte x = z,, 4 = Yy, 80 
findet man die zu ihm gehörenden ausgezeichneten Primteiler, indem man aus G = 0 
auf alle möglichen Arten x — x, nach Potenzen von y — y, bis zu dem ersten Glied 
entwickelt, dessen Koeffizient von 2’ abhängt. Da die Polynome G in x vom ersten 
Grade sind, so gibt es hier zu jedem ausgezeichneten Punkt nur einen ausgezeichneten 
Primteiler. Diese seien mit a,, ihre Eichfunktionen mit A, bezeichnet. Da x für a, = 0 
veränderlich bleibt, während % den Wert b, ß,, fs oder 8 annimmt, je nachdem a, zu 
T, $,, S, oder $ gehört, so ist der a, entsprechende Primteiler X, der Zähler von y —b, 
y— By — Ba oder y—ß. 

Im folgenden seien die Eichfunktionen der a, in den einzelnen Fällen angegeben. 
Zu welchen Punkten sie gehören, ergibt sich aus ihrer Form. 


(150) z—ıu= wo N =u—v(e —a). 





Fall a) 
A, = (2 —a) —t(y —b), A,= (2 — a) —tuly — Pr), A = (2 — a) —tzuly — Bo). 
Fall b) 
A,= (2 —a) —t(y —b)?, = (2 —a) —m(y —B) —tly — B)*. 
Fall c) 
A, = (2 —a) —cly —b)? —t(y —b)P, A, =(r —a) —tly — BP). 
Fall d) 


A, = (2 —a) — c(y —b)? — d(iy — bb? — tıly —b)*. 
Durch (150) wird 
Wie, y) 
N’ zu ’ 





(154) W(z, y) = 


wo W ein Polynom in 2’, y ist mit dem Grade 


(152) [W] = (2u, 6u). 
Ist W durch aß teilbar und ist X, der Zähler von y — %,, so hat W den Faktor (y — Yo)°- 
Da nach (136), (137) und den weiteren entsprechenden Formeln bis (147) 


a4 =B,0=0,0,=(, im Falle a); a, = B,, 0, = €, im Falle b); 
a, = By, 08 = € im Falle c; a, = 8, im Falle d), 
so ergibt sich aus (138), daß W im Falle a) sindsitens den Faktor 


(y — byPrt? (y — Bı)H(y — Ba) 


hat. Das gilt nach (140), (144), (148) auch in den anderen Fällen, wenn man setzt 
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ßı=ßs=Bß im Falle b), ß, = b, f, = ß im Falle c) und ß, = ß, = b im Falle d). Setzt 
man daher 


(153) W=(y —brty — Bırly — BaW', 
so ist W’ ein Polynom in x’, y, das wegen (152) den Grad 
(154) [W’] = (2u, 24 —2) 


u 


hat. Nach (151) und (153) wird 
Bine [ie —by+ Iy — By — ar) Wie, y). 





N’u 
Da u gerade ist, so folgt hieraus, daß der Körper (z, y, z) identisch mit dem Körper 
(2’, y, yw’) ist. Da nach (154) die zweite Gradzahl von W’ kleiner ist als die von W, 
so ist eine Vereinfachung eingetreten. 





XI. Fall5: 1= 2, A = 4u — 2; u ungerade W = yW,, (vgl. Nr. VID. 


1. Schon in Nr. VII haben wir gesehen, daß für 2> 0 das Polynom W außer y 
keinen Faktor der Form y — b mit konstantem b haben kann. 

2. W hat keinen Faktor der Form x — a mit konstantem a. 

Zum Beweise sei angenommen, es sei W,= (x —.a)W,. Zunächst kann a nicht 
gleich x, oder a, sein (Nr. III). Daher hat W, in P, und P, je einen (24 — 1)-fachen 
Punkt, sodaß W, und y mindestens 44 —2 Schnittpunkte haben. Das ist aber nicht 
möglich, weil die erste Gradzahl von W, nur 24 —1 = 4u —3 ist. 

3. Da die erste Gradzahl von W, gleich 44 — 2 ist, und da y mit W, in jedem der 
Punkte P,, P, 24 —1 Schnittpunkte hat, so treffen y und W, einander nur in P, und P;,. 

4. Da u ungerade ist, so haben nach ‚Satz 1 in Nr. V nur P, und P, einen Einfluß 
auf {8,_,}, wenn in jedem anderen mehrfachen Punkt von W höchstens eine Stelle der 
Vielfachheit u liegt. In diesem Falle ist daher 


(155) {3 >, 
wenn 
2UIM2 


Da aber der Zähler von (x — a,)*(x — ,)”y? durch W+!Q*! teilbar ist, so gilt (156) 
und damit (155). 

Daher muß mindestens ein Punkt $ = (a, b) vorhanden sein, in dem zwei u-fache 
Stellen von W liegen. Nach 3. ist 5 +0. Ferner ist a weder gleich &, noch gleich ,, 
weil sonst 2 — a, oder x — a, zuviele Schnittpunkte mit W, hätte. Auch hat nach 1. 
und 2. W weder den Faktor x —a noch y —b. 

In $ mögen die mehrfachen Stellen R,, R,,..., R, mit den Vielfachheiten 
"Pa, +» ,r,liegen. Nach Voraussetzung ist , = r, = u. Ist wieder A, = 1 oder 4, =(, 
je nachdem x — a durch die Stelle R, geht oder nicht, so ist die Zahl der Schnittpunkte 
von x —.aund W, in S gleich £%A;,r,, also mindestens 24, wenn A, = 1 sein sollte, da A, 
immer den Wert 1 hat. Die zweite Gradzahl von W, ist aber nur 24 —1, so daß 4, =. 

Löst man daher $ bis zu A, auf, so wird 


I= ig = (1,0) [6 | = (1,1); 


daher enthält x —a die zu A, und AR, gehörenden Primteiler €, und €, genau in der 
ersten Potenz, so daß deren Eichfunktionen die Form haben 


(157) FT, =(y—b) —t(z —a), IT, = (y—b) —m(z —a) —t(x — a). 
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Ist €, in W in der Potenz w, enthalten, so ist 
w= (r,, ra)g = (u, wg = (m, 2u). 
Da der zu P, gehörende Primteiler X, in W in der Potenz 24 enthalten ist, so wird 








(158) s(W) = WII. 

5. Folgende Transformation führt zu einer Vereinfachung: 
BD’ Goltz, y) En —__ ut 

(159) Y ar wo [G] = [G, — y’Ga] = (2, 1), 


während x ungeändert bleiben soll. Ferner sollen die Kurven G i. a. durch P,, Pa, Rı, Ra 
gehen, so daß die Polynome G durch A,A,E,€, teilbar sein müssen. Zwei linear unab- 
hängige und teilerfremde Polynome dieser Art sind z.B. 

G, auei y(z ) a)®, 
6,= (a) (aa) |1 Mr —a)| + (2. — 0, — a) (2 -aly—r—ale—a)- 

Aus (159) folgt umgekehrt 

Golz, y’) _ Cole, Y„ TO 

(160) rw [EI= AN). 
Die ausgezeichneten Punkte der Transformation im Körper (z, y) sind die Iesten. Punkte 
des Büschels (G), also die Punkte P,, P,, $S. Zu jedem gehört ein ausgezeichneter Prim- 
teiler. Diese seien mit b,, b,, b, bezeichnet. Eichfunktionen ergeben sich aus (160) 
durch Entwicklung von y nach Potenzen von 2 —a,2—o, oder z —a zu 

B, = (y—Bı) tl — a), B=(y— Po) —talr — a9), 
B, = (y—b) —m(z —a) —1(z —a)8. 

Daher ist b, = W,, b, = Q,, b; = E,, so daß W durch 








(161) arg 
teilbar ist. Mit (160) wird 
Wiz, y' 
(162) wen, 
wo W ein Polynom in z, y’ ist mit dem Grade 
(163) [W] = (64 — 2, 24). 


Da y’ für b, = 0 veränderlich bleibt, während x konstant wird, so sind die den b, ent- 
sprechenden Primteiler ®;, B;, ®; die Zähler von z— a, 2 —a,2—a. Wegen (161) 
wird daher A 
W(z, y’) = [(z — a,)(z — a)(z — a)]#W’(z, Y'), 
wo W’ wegen (163) ein Polynom vom Grade 
(164) [W’] = (24 —2, 24) 
ist. Nach (162) ist also 
ei (te — le — le — ar! ir 





Nu 
so daß die Körper (z, y,z) und (x, y 'yw') gleich sind. Vertauscht man x mit y’, so 
ist nach (164) die zweite Gradzahl von W’ kleiner geworden als die von W. Damit ist 
eine Vereinfachung eingetreten. 


XI. Fall 4: 1=1, A = 3% — 1; p ungerade (vgl. Nr. VII). 


I. W hat nicht den Faktor y. In diesem Falle kann auf y kein „-facher Punkt 
liegen. Denn dann wäre 


2=3u 1 Z2u+ u=3u. 
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II. W = yW,. Auf y liege ein „-facher Punkt $. In ihm mögen die vielfachen 
Stellen R,, R,,..., AR, liegen. Die Vielfachheiten von W, W,, y in R, seien r,, rw Un 
so daß 

r=ro+t ur 

Nach Voraussetzung ist r, = u, u, = 1, also ro = u —1. Daher ist ro S u — 1. Wenn 
auch r, = u, so ist daher 4, = 1,r9 = u —1. Die Zahl der Schnittpunkte von y mit 
W, in 5, die gleich Zu,r. ist, wird in diesem Falle mindestens gleich 24 —2. Da y mit 
W, in P, außerdem 24 — 1 Schnittpunkte hat, so würde folgen 

2)=3u—124u —3, also u S2. 
Da u ungerade und mindestens gleich 2 ist, so ist das unmöglich. Daher kann auf y 
kein Punkt von W liegen, in dem zwei oder mehr u-fache Punkte vereinigt sind. 

Da u ungerade, so haben nach Satz 3 in Nr. V mehrfache Punkte, in denen höch- 
stens eine „-fache Stelle liegt, keinen Einfluß auf {8,_,}, so daß 


(165) {$&,-3> 9, 
wenn 


KU-2u4297}2 
(166) Pe >d. 
Da aber der Zähler von 
(.e - a rrp=(r— ot 
durch A4*! teilkar ist, so gilt (166) und damit (165). 
Daher muß mindestens ein mehrfacher Punkt $ vorhanden sein, in dem mindestens 
zwei u-fache Stellen liegen. Wir können aber zeigen, daß sogar ein mehrfacher Punkt, 


in dem drei u-fache Stellen vereinigt sind, noch nicht genügt, um {8,_,} = 0 zu erreichen. 
Im Punkte 5 = (a, b) mögen die vielfachen Stellen R, mit den Vielfachheiten r, 


liegen. Nach Voraussetzung ist 

(167) n=n=n=unrnSsu—i1fürk>3. 
Löst man 5 nur bis A, auf, so sind daher die Matrizen k und g durch (142) gegeben. Da 
außer ?, nur S einen Einfluß auf {R8,_,} hat, so gilt (165), wenn 


Qu+19p2 
(168) {Q} zu ri Ay. = >0, 
wo €, der zu R, gehörende Primteiler ist. Die Vielfachheiten von x —a und y—bin 


R, seien A, und u;; ferner sei €, in x —a und y —b in den Potenzen /, und m, ent- 
halten. Die Exponenten o, sind nach (73) durch 





(169) o=(r—üg 51 
gegeben, so daß für i= u —1 wegen (167) 
(170) o<s(1,1,1,0,...,0)g. 


Wir unterscheiden zwei Fälle. 

4. Von den sechs Größen A,, u, (k = 1,2, 3) ist außer A, und «,, die immer gleich 1 
sind, mindestens noch eine gleich 1. Wegen ! = ig, m = ug ist dann 

I+m2(2,1,0,0,...,0)g oder 2 +m > (2, 0,1,0,...,0)g, 

so daß wegen (170) 

I+m—o02(1,0, —1,0,..,0)g oder +m —o>2(1, —1,0,0,...,0)g. 
Nach Satz 5 in Nr. V ist daher 

I+Hm—02>0, 
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woraus folgt, daß (x — a)(y — b) durch E7:E5* - - - E*teilbar ist, und daher der Zähler von 
(2 — 0,)"(z — a) (y — b)y 

durch den Nenner von & in (168). Es gilt also (168) und damit (165). 

2. , = m =1, 4, = w=0fürk= 2,3. Beschränken wir uns zunächst auf die 
drei ersten Stellen R,, so ist wegen (142) 

(174) i=g=(1,11, m= = (1,1,1). 
Die Eichfunktionen der Primteiler €,, &,, €, haben hiernach und wegen der Form der 
Matrix a = gg die Gestalt 

(172) 7, =(y—b) —t(e —a), 7, = (y—b) — cl —a) —tlz — a)?, 

r,=(y—b) —c(2 —a) — c(z — a)? —1,(r —a)?, 1 #0. 

Daß c, + 0 folgt daraus, daß für c, = 0 im Widerspruch zu (171) y —b durch die zweite 
Potenz von €, teilbar sein würde. Die Funktion 


Ka) =W—b) ale —a) — a —a)(y —b) 


geht, wie wir gleich sehen werden, durch die drei Stellen A,, R,, R,. Sie enthalte €, in 
der Potenz n, und habe in A, die Vielfachheit »,, so daß 
n= vg, v=nh. 
Mit Hilfe der Eichfunktionen (172) findet man 
n = (1,2,3), also » = (1,1, 1), 
so daß, wenn wir wieder alle Stellen R, berücksichtigen, 
n > (1,1,1,0,0,..., O)g. 
In Verbindung mit (170) folgt, daßn —o 20 füri = u—1, daß also f durch E7C}# - - - €% 
teilbar ist, und damit der Zähler von 
(2 oe %)* yf(z, Y), 
der äquivalent zu 2“+!M? ist, durch den Nenner von Q, in (168). Daher gilt (168) und 
(165). 
Es muß daher einer der folgenden Fälle eintreten: 
A. Es gibt einen mehrfachen Punkt 5, in dem mindestens vier „-fache Stellen 
liegen. 
B. Es gibt zwei verschiedene mehrfache Punkte $,, S,, in deren jedem mindestens 
zwei u-fache Stellen liegen. 
Die vier u-fachen Stellen, deren Vorhandensein vorausgesetzt wird, seien R,, Rs, 
R,, R,. Im Falle A liegen sie in 5; im Falle B mögen AR,, R, in S5, und A,, R, in 5, liegen. 
Der zu R, gehörende Primteiler sei €,. 
Die Transformation, die in diesen Fällen i. a. zur Vereinfachung führt, ist folgende: 
2 Go(z, y) j = Hz, y) 
RR u TR 
Die Büschel (Gy) und (Hy), deren Kurven 
G=@%-rGC., H=H,—-yH, 
sind, sollen folgende Eigenschaften haben: 
1. [6] = (2,2), [4]= (4,1). 
2. G soll in P, einen Doppelpunkt haben und durch die vier Stellen R, gehen. 
3. H soll durch P, gehen und im Falle A durch $, im Falle B durch S,. 
‘Daß dadurch i.a. eine birationale Transformation definiert wird, ist leicht zu 
sehen. Man transformiere den Punkt ?, durch eine lineare Transformation (d.h. x für 
sich und y für sich) nach (©, oo). Dann werden die Kurven G Kegelschnitte und (H) 
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wird das Geradenbüschel durch 5 oder S,, die feste Punkte des Kegelschnittbüschels (G) 
sind. Hieraus ergibt sich, daß es immer dann und nur dann zwei linear unabhängige 
und teilerfremde Polynome G mit den verlangten Eigenschaften gibt, wenn es keine 
Gerade f gibt, die durch drei der Stellen R, geht. Eine solche wäre Faktor aller G. Macht 
man die lineare Trasnformation wieder rückgängig, so heißt das, es darf kein bilineares 
Polynom f(x, y) geben, das durch P, und durch drei der Stellen R, geht. Diese Vor- 
aussetzung machen wir jetzt. Den Fall, wo sie nicht erfüllt ist, behandeln wir am Schluß 
dieser Nummer. 

Fall A. Durch eine lineare Transformation werde zur Vereinfachung der Rechnung 
P, nach (», ©) und $ nach (0,0) gebracht. Das ist möglich. Denn nach dem im An- 
fang dieser Nummer Bewiesenen ist 5b + 0, und es kann a nicht gleich «, sein, weil sonst 
x —, zu viele Schnittpunkte mit W hätte. Da die vier Stellen R, alle „-fach sind, so 
sind die zugehörigen Matrizen k und g durch (145) gegeben. Da von den Stellen AR, 
jede (bis auf AR,) eine der Stellen ist, die aus der vorhergehenden durch eine Elementar- 
transformation hervorgehen, so gilt für die Vielfachheiten »,, die irgendein Polynom in 
den AR, hat, 

n2En29%29 
da eine Stelle keine höhere Vielfachheit haben kann, als die Stelle, aus der sie hervor- 
geht. Ist daher A, = 1 oder A,= 0, je nachdem x durch AR, geht oder nicht, und hat 
4, die entsprechende Bedeutung für y, so gilt im besonderen 

(174) MShsh 2, M2WmZ2MmS Me: 

Es ist immer A, = u, = 1; ferner ist die Zahl der Schnittpunkte von x und y in $ gleich 
2),u, und andererseits gleich 1, so daß für k> 1 von den beiden Zahlen },, z, min- 
destens eine O0 ist. In Verbindung mit (174) folgt, daß mindestens eine der Matrizen A 
und „ gleich (1,0,0,0) ist. Es genügt, den Fall zu betrachten, wo die Matrix A diese 
Form hat. Enthält x den Primteiler €, in der Potenz /,, so ist dann wegen ! = }g 
= (1, 1, 1, 1), 

so daß x jeden der vier Primteiler €, genau in der ersten Potenz enthält. Die Eichfunk- 
tionen der €, können daher in der Form 

(175) ,=y-—hz, ,=y—ur — a2? —taP, 
n,=y—-ar ta? T,=y—ar — ar? — ar? — 1 
angenommen werden. 

Ist W durch die v,-te Potenz von €, teilbar, so ist wegen der vorausgesetzten 
Eigenart des Punktes 5 

v= (u, u, a, u)g = (u, 2u, 3u, Au). 
Da W außerdem durch X7* teilbar ist, so ist 

(176) s(W) = WÜCHCH CH”. 

Die Polynome G sind nach der linearen Transformation quadratisch in x, y und 
sollen i. a. durch die vier Stellen A, gehen. Enthält G den Primteiler €, in der Potenz 
Y,, so muß also 

y=(1,1,1,1)g = (1,2, 3, 4) 
sein. Zunächst sei gezeigt, daß in (175) c, #0. Ist nämlich c, = 0, so ist y — c,z durch 
E,E3EZE? teilbar. Da 
(1, 2,3,3)h = (1,1,1,0), 
so geht {= y —c,x durch AR,, Ra, Rz. Außerdem geht / durch P,=(®, w). Da an- 
genommen ist, daß keine solche Funktion f vorhanden ist, so kann c, nicht O0 sein. Man 
kann daher wählen 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 4. 30 
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(177) G=(y— a2), G, = (y— a8) (a — cr) — gr. 

Die ausgezeichneten Punkte der Transformation im Körper (z, y) sind die festen 
Punkte der Büschel (G) und (Hy, also die Punkte P, und $. Zu P, gehört ein aus- 
gezeichneter Primteiler a,, der mit X, übereinstimmt, so daß er in W in der Potenz 24 
enthalten ist. Sind u und v die Ortsfunktionen von P,, so ist 

A, =v—iu 
die Eichfunktion von a,. Die zu $ gehörenden ausgezeichneten Primteiler findet man 
durch Auflösen vnG=0und H=0bei $S. AuG =G,— xG, = 0 ergibt sich nach 
(177) eine Entwicklung für y, die für x = 0 verschwindet, nämlich 


2 
vater 


Das ergibt einen ausgezeichneten Primteiler a, mit der Eichfunktion 
A,=y— ar — a8? — 2? — tert, 
so daß wegen (175) a, = €, und W durch a/* teilbar ist. Aus H = 0 findet man, da die 
Kurven H nur einfach durch $ gehen, einen ausgezeichneten Primteiler a, mit der Eich- 
funktion 
A=y-—ts, 
so daß a, = €, und W den Faktor a% enthält. 

Für a, = 0 wird 2’ zu einer quadratischen (gebrochenen) und y’ zu einer linearen 
Funktion von t,, so daß der a, entsprechende Primteiler A, der Zähler eines Polynoms 
A(z’, y') vom.Grade (1, 2) ist. Für a, = 0 bleibt x’ veränderlich, während y’ konstant, 
etwa gleich b’ wird. Umgekehrt wird x’ für a, = 0 konstant, etwa gleich a’, während y’ 
veränderlich bleibt. Daher ist X; der Zähler von y’ —b’ und W; der von x’ —a’. 

Aus (173) folgt umgekehrt 

„Ur, y) _ u. Hyz',y') _ Hs 
Gald,y) Ni’ Hala,y) N’ 














wo 
[() = [9°] = (1,2). 


Durch die Transformation wird 


We‘, y' u ri 
(178) W(z, y) = a mit [W] = (54 — 1,104 —2). 
Da W durch a7*a$*a“ teilbar ist, hat W den Faktor 
(179) [A(z’, y’)]®# (y’ — b’)* (2’ — ar = (8! — a’) F*, 


wo F zur Abkürzung dienen soll. Wegen des ungeraden u ist F ein Polynom in x’, y’. 
Hiermit wird 


F 2 
W(z, y) = Kane! (2° — a’)Wilz’, y')- 
1 2 


Setzt man 


23 (x’ — a’)W, ug Wi, Yy'), 
so ist der Körper (x, y, z) gleich dem Körper (2’, y',z’). Da nach (178) und (179) 
[W’] = (24, 24 —2), 
so ist eine Vereinfachung eingetreten. 
Fall B. Aus denselben Gründen wie im Falle A ist 5, #0, a, #a,. Durch eine 


lineare Transformation kann man daher P, nach (», ©), $S, nach (0,0) und S, etwa 
nach (a, b) bringen, wo a und b endlich sind. Es kann a = 0 oder b = ( sein. 
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Für die Eichfunktionen der €, sind folgende Fälle möglich: 


a) N,=y-hz, r, = y—ar —taR, 

l,=(y—b) —t,(x — a), l,=(y—b) —alz —a) —t(z —a)?; 
)) = y—us, n,=y—ar—taR, 

r,=(2 —a) —t,(y —b), r,=(2z2 —a) —coly —b) —t,(y —b)? 


und die beiden Fälle, die hieraus durch Vertauschen von x mit y und a mit b entstehen. 
Es genügt die Fälle a) und b) zu betrachten. Der Fall b) ist von a) übrigens nur dann 
wesentlich verschieden, wenn c, = (0. 

Die Kurven G sollen i. a. durch die vier Stellen R, gehen, in jeder also die Viel- 
fachheit 1 haben. Ist €, in den G in der Potenz y, enthalten, so ist bei S, 


917) = DE = AN |5 1] = A, 
so daß die G durch €,€? teilbar sein müssen. Ebenso folgt, daß sie den Divisor €,€% 
enthalten. Außerdem haben sie einen Doppelpunkt in P.. 
Im Falle a) kann man wählen 
G=(y— ar) ly —b) —alr —a)], G„ = (bz — ay)?, 
und im Falle b) 
G = (y — aa)lz —a) — cly —b)], G. = (br — ay)?. 
Im Falle a) sind G, und G, dann und nur dann nicht teilerfremd, wenn entweder 5b = ac, 
oder b = ac,. Im ersten Falle würde 
y—ar=(y—b) —calz —a) 
durch P,, R,, Ra, R,, und im zweiten 
y—-gr=(y—b) — al —a) 
durch P,, R,, R,, R, gehen. Daß es solche lineare Funktionen gibt, ist aber ausdrücklich 
ausgeschlossen. Diese Überlegung gilt z. B. im ersten Falle auch dann, wenn c, = 0 ist, 
obwohl y nicht durch P, geht. Man hat sich in diesem Falle y in der Form M,L/ML zu 
denken, wo & der Nenner von x und ®, der Zähler, M der Nenner von y ist, so daß das y 
beim Rückgängigmachen der linearen Transformation entsprechende Polynom nicht 
y —b,, sondern (x —a,) (y —b,) ist, und dies wird in diesem Falle in ?,, R,, R,, Rz 
zu Null. Ähnliche Betrachtungen gelten im Falle b). 
Aus der Voraussetzung , =n =nr=n = u ergibt sich. hier 
(180) s(W) = WrC,CHT,EH. 
Die ausgezeichneten Punkte der Transformation sind wieder die festen Punkte der 
Büschel <G) und (H), also die Punkte P,, 5], S,. Zu P, gehört wie im Falle A der aus- 
gezeichnete Primteiler a,, der in W in der Potenz 24 enthalten ist, und dem wieder der 
Zähler eines Polynoms A(z’, y’) vom Grade (1, 2) entspricht. Zu 5, gehören zwei aus- 
gezeichnete Primteiler a, und a,, deren erster sich aus 7 = 0), und deren zweiter sich aus 
G = ergibt. Ihre Eichfunktionen sind 
A=y—br, hA=y—cr —tie, 
so dßa,=@,,a,=€,. Zu S, gehört ein ausgezeichneter Primteiler a,, dessen Eichfunk- 
tion sich bei Annahme des Falles a) aus G=0 zu 
A,=(y—b) —alz —a) —t(z — a)? 
ergibt, so daß a, =€,. Wegen (180) ist hiernach W durch 
(181) arrazazar 
teilbar. 
30* 
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Für a, = 0 bleibt y’ veränderlich, während x’ konstant, etwa gleich a’ wird. Für 
0, =0 und a,= 0 wird y’ konstant, etwa gleich b; und b,, während 2’ veränderlich 
bleibt. Daher entsprechen a,, a,, a, die Zähler von « —a’,y’ —bi,y —b,. Aus den 
Transformationsformeln folgt wieder (178). Wegen (181) ist jetzt das Polynom W durch 

[Ala', Y)ty' —b)ty' — bye — a’ = (ad —a’)F? 
teilbar, wo F zur Abkürzung dient. Da ungerade, so ist F ein Polynom. Im übrigen 
bestehen von hier an dieselben Formeln wie im Fall A, so daß auch im Falle B eine Ver- 
einfachung eintritt. 

Es bleibt noch der folgende bisher ausgeschlossene Fall: W habe die mehrfachen 
Stellen $,, Sy, . . . , S„, in deren jeder mindestens zwei u„-fache Stellen liegen. Im übrigen 
hat W den 2u-fachen Punkt P, und vielleicht noch mehrfache Punkte mit höchstens einer 
u-fachen Stelle. Das Besondere des bisher ausgeschlossenen Falles ist: 

1. Sind die ersten vier Stellen R,„‚Rz, ‚Ras, Ri, die in S, liegen, von der Vielfachheit, 
u, so gibt es ein Polynom f, vom Grade (1, 1), das in ?, und in drei der Stellen R,, 
einen einfachen Punkt hat. Da f, mit W mindestens 24 + 34 = 5a Schnittpunkte hat, 
im ganzen aber nur 24 + 24 = 5u —1, so ist f, Faktor von W. Dann aber hat f, nach 
Satz 4 in Nr. V in jeder „-fachen Stelle von S, einen einfachen Punkt. Da f, durch drei 
Bedingungen bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist, so ist /, durch den Punkt S, 
im wesentlichen eindeutig gegeben. 

2. Sind die ersten beiden Stellen R,,, R,, und R,,, R,,, die in den Punkten S,und S, 
liegen, von der Vielfachheit u, so gibt es ein bilineares Polynom f,,, das in P, und in dreien 
der Stellen R,,, R,, einen einfachen Punkt hat. Wie unter 1. folgt, daß /,, durch alle 
Stellen von $, und S, geht, die „-fach für W sind, und daß /,, bis auf einen konstanten 
Faktor durch 5, und S, bestimmt ist. 

Die so definierten Polynome f, und /,, sind aber alle bis auf konstante Faktoren 
einander gleich. Hat z.B. $, vier „-fache Stellen, existiert also f, so geht auch fi 
durch alle u-fachen Stellen von S, und ist daher im wesentlichen mit f, identisch. Ferner 
können sich f„ und /, nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, da sie beide 
durch die „-fachen Stellen von S, gehen. Ferner sind f,, und f„, im wesentlichen ein- 
ander gleich, da dasselbe einerseits von /„, und fj, und andererseits von f„, und f,, gilt. 
Man kann daher diese bilinearen Polynome alle als gleich annehmen. Sie seien mit f 
bezeichnet. 

Die in den Punkten $, liegenden Stellen seien in irgendeiner Reihenfolge mit 
R,, R.,..., AR, bezeichnet; der zu R, gehörende Primteiler sei €,. Die Vielfachheiten 
von R, für W und f seien r, und »,. Nach dem Bewiesenen ist », immer gleich 1, wenn 
r,. = uist. Dar,< u, so folgt 

(182) », - In -v —D]=20. 

Nach Satz 1 in Nr. V haben nur die Punkte ?, und $, einen Einfluß auf {$,_,}, so 
daß (165) gilt, wenn 
rim? 

(183) ee ET 
Darin sind die o, durch (169) gegeben. Ist €, in f in der Potenz n, enthalten, so folgt 
für i= u —1 wegen (182), und da n = »g ist, 





n—o>(, 
so daß / durch E7:C} - - - E}* teilbar ist. Daher ist der Zähler von 
(z En %’fy, 


der zu 2*+'9M? äquivalent ist, durch den Nenner von Q in (183) teilbar, so daß (183) 
und damit {8, ,} > O0 gilt. Dieser Fall scheidet also aus. 
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Es bleiben nur die Fälle 6 und 7. Dies sind aber die Fälle 3 und 4 in dem in der 
Einleitung angegebenen Satze. Damit ist dieser Satz bewiesen. 


XIH. Nachweis, daß das Ergebnis mit dem von Castelnuovo und Enriques gefundenen 
übereinstimmt. 

Das Ergebnis von Castelnuovo und Enriques kann man in folgender Form aus- 
sprechen. 

Ist der Körper (£, n, £), wo £? = V(£, n) ein Polynom in £, n ist, rational oder halb- 
rational, so läßt sich durch birationale Transformation des Körpers (£, n) das Polynom V 
auf eine der folgenden Formen bringen. 

1. V ist vom Grade 2n und hat einen 2n-fachen Punkt. 

2. V ist vom Grade 2n und hat einen (2n — 2)-fachen Punkt. 

3. V ist vom Grade 4. 

4. V ist vom Grade 6 und hat zwei zusammenfallende dreifache Punkte. 

1. und 2. Der mehrfache Punkt sei der Nullpunkt. Man setze 

s=ayn=y. 
Im Falle 1 wird 
VE, n) = y®W(a), 
wo W(x) nur von x abhängt, und im Falle 2 wird 
VE, n) = y" Wie, y), 
wo W ein Polynom vom Grade (2n, 2) ist. Damit ist in den Fällen 1 und 2 die Über- 
einstimmung gezeigt. 

3. In unserer Bezeichnung ist V ein Polynom vom Grade (4, 4) mit einem vier- 
fachen Punkt im Punkte P = (», ©). Da man in unserem Falle 3 den vierfachen Punkt 
durch eine lineare Transformation (in x und in y für sich) immer nach (oo, ©) bringen 
kann, wodurch die Gradzahlen nicht geändert werden, so herrscht auch hier Überein- 
stimmung. 

4. Hier ist in unserer Bezeichnung V ein Polynom vom Grade (6, 6) mit einem 
sechsfachen Punkt in P=(w, ) und zwei dreifachen Stellen A,, R,, die in einem 
Punkte $ liegen, von dem man annehmen kann, daß er auf y = 0 liegt. Wir wenden 
eine Fundamentaltransformation (P, S) der Form 


5 En Aslz, Y ) a 
en A (z y)’ - Mae Yy 

© ’ 
an. Nach Nr. III entspricht V ein Polynom W(z, y) vom Grade (6, 4), das den Faktor 
y hat, da die Vielfachheit von $ ungerade ist. Der sechsfache Punkt ? ist verschwunden, 
und an die Stelle von A, tritt ein vierfacher Punkt AR}. Die Stelle R, wird wegen des 
Auftretens des Faktors y vierfach. AR; und A, liegen beide auf der für die Transfor- 
mation ausgezeichneten Kurve y und fallen nicht zusammen. Man erhält so unseren 
Fall 4. 
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Wurzeln 
singulärer Punkte in regulären Kurvenscharen. 
Von Erich George in Schneidemühl. 


$& 1. Reguläre Kurvenscharen. 


Im Anschluß an eine frühere Arbeit TRK!) des Verfassers wird hier eine spezielle 
Aufgabe aus der Topologie regulärer Kurvenscharen angegriffen. Es wird ein Beitrag 
zur Frage der Struktur singulärer Punkte erster Art ($ 2, Nr. 8) geliefert, der geeignet 
erscheint, eine spätere Klassifikation dieser Punkte vorzubereiten. Aus einer Umgebung 
des singulären Punktes S werden Bereiche herausgegriffen, die wir Keile nennen. Gewisse 
gegen S konvergierende Folgen solcher Keile werden klassifiziert und so der Begriff der 
Wurzeln gewonnen. Es wird gezeigt, daß sich die Wurzeln zu einem Wurzelkranz ordnen 
lassen. Schließlich werden Eigenschaften des Wurzelkranzes abgeleitet. 

Wir stellen zunächst einen Teil der Ergebnisse von TRK zusammen, in einer hier 
ausreichenden vereinfachten Form. 

1. Eine Fläche ist eine endliche Fläche im Sinne der Topologie der Komplexe. 
Insbesondere ist ® eine unberandete Fläche, E die (durch einen uneigentlichen Punkt ge- 
schlossene) kartesische x, y-Ebene. Jede Punktmenge, von der nichts anderes gesagt 
wird, soll auf ® liegen. 

2. Das topologische Bild eines Kreises oder einer gegebenenfalls um einen oder 
beide Endpunkte verminderten Strecke aus E heißt einfache Kurve. Das topologische 
Bild eines Kreises nennen wir ein Oval, das einer Strecke mit Einschluß beider Endpunkte 
einen Kurvenbogen. 

Jeder einfachen Kurve kann man auf zweifache Weise eine Richtung geben. Wir 
sprechen von gerichteten Kurven und durchlaufen sie von links nach rechts. 

Das topologische Bild k einer gerichteten Strecke s aus E, deren linker Endpunkt A 
von der Abbildung ausgeschlossen ist, nennen wir links offen. Jeder Folge von A ver- 
schiedener Punkte auf s, die gegen A konvergiert, entspricht eine Folge von Punkten 
aufk. Jeder Häufungspunkt dieser Folge heißt ein linker Endpunkt von k. Entsprechendes 
gilt für rechts. 

3. Eine Menge o einfacher Kurven auf ®, von denen keine zwei einen Punkt ge- 
mein haben, nennen wir eine Kurvenschar. Jede einfache Kurve, die Teil einer Kurve 
aus o ist, nennen wir eine Scharkurve. Insbesondere sprechen wir von Scharbogen und 
Scharovalen. 

Eine topologische Abbildung zwischen Flächen, auf denen Kurvenscharen definiert 
sind, heißt schartreu, wenn sie jede Scharkurve in eine Scharkurve überführt. 

Die Menge der Geraden x = const. ist eine Kurvenschar auf E. Wir fassen E 
stets als Träger dieser Kurvenschar auf. 


ı) E. George, Topologie regulärer Kurvenscharen, Deutsche Math. 4 (1939), S. 462. 
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Eine Kurvenschar o auf ® soll regulär heißen, wenn jeder auf einer Scharkurve 
liegende Punkt im Innern eines Bereiches liegt, der sich auf den Bereich O0<xr<s1, 
0<yz<si vonE schartreu abbilden läßt, und nur endlich viele Punkte von ® auf keiner 
Scharkurve liegen. 

Künftig ist o stets eine reguläre Kurvenschar. Jedem Bereich, der sich auf den 
Bereich 0 <xz<s1,0<y< 1 schartreu abbilden läßt, nennen wir ein Feld. Die Punkte 
der Scharkurven heißen regulär, die nicht regulären Punkte heißen singuläre Punkte. 

4. Eine einfache Kurve g auf ® heiße eine Querkurve von o, wenn jeder Punkt von g 
regulär ist und eine Umgebung U besitzt, so daß kein in U enthaltener Scharbogen mit 
einem in U enthaltenen Bogen von g zwei Punkte gemein hat. Wir sprechen von Quer- 
bogen usw. 

Ein Kurvenbogen aus einem Feld % ist dann und nur dann ein Querbogen, wenn 
er mit keinem in % enthaltenen Scharbogen mehr als einen Punkt gemein hat. Der Rand 
eines Feldes besteht aus zwei Schar- und zwei Querbogen. 

Satz 1. Jeder Schar- oder Querbogen b liegt im Innern eines Feldes, das seinerseits 
in einer beliebig vorgegebenen offenen, b enthaltenden Punktmenge liegt. 

5. Eine zweite auf ® definierte reguläre Kurvenschar o,, deren singuläre Punkte 
mit denen von o übereinstimmen, nennen wir eine Querschar von o, wenn jeder regu- 
läre Punkt im Innern eines Bereiches liegt, auf den sich der Bereich 0 < x s1,0 sysi 
topologisch so abbilden läßt, daß jeder Strecke x = const., 0 <y=1 ein Scharbogen 
aus o, jeder Strecke 0 < x <s 1, y = const. ein Scharbogen aus o, entspricht. Die Schar- 
kurven aus o, sind Querkurven von o und umgekehrt. 

Jede reguläre Kurvenschar besitzt Querscharen. Man kann sogar Querscharen 
angeben, denen endlich viele vorgegebene, paarweise punktfremde Querbogen und 
Querovale als Scharkurven angehören. 

6. Einen Kurvenbogen mit einem regulären und einem singulären Endpunkt 
nennen wir einen Strahl, wenn die nach Entfernung des singulären Endpunktes ver- 
bleibende offene Kurve eine Scharkurve ist. Ein durch einen singulären Punkt 5 gehendes 
Oval nennen wir eine Schleife, wenn die nach Entfernung von 5 verbleibende Kurve 
eine Scharkurve ist. 

7. Ein Oval, das sich aus endlich vielen paarweise fremden (d.h. bis auf gemein- 
same Endpunkte punktfremden) Scharbogen, Querbogen und Strahlen s;, Sa, - -. ZU- 
sammensetzt, nennen wir ein Polygon mit den Seiten s,, wenn die Querbogen unter den 
s, derselben Querschar angehören, wenn also je zwei von ihnen, die einen Endpunkt P 
gemein haben, in P von verschiedenen Seiten an die Scharkurve durch P stoßen. 

Jedes Scharoval und jede Schleife ist ein Polygon, denn durch eine geeignete 
Zerlegung erhält man zwei Scharbogen oder Strahlen. 

8. Besteht der Rand R einer offenen, zusammenhängenden Punktmenge ®B aus 
endlich vielen paarweise punktfremden Polygonen z,, 7%, ..., so nennen wir die Ver- 
einigungsmenge von ® und R einen Polygonbereich ®. Die Seiten der 7, heißen Seiten 
von ®, und zwar Querseiten, soweit sie Querbogen sind, andernfalls Scharseiten. Ihre 
Endpunkte heißen, soweit sie reguläre Punkte sind, Ecken von ®. 

Eine Ecke von ® heißt eigentlich, wenn in ihr eine Querseite an eine Scharseite 
stößt, andernfalls uneigentlich. Eine eigentliche Ecke heißt einspringend, wenn durch 
sie eine Scharkurve in das Innere von ® tritt, andernfalls ausspringend. 

9. Jedes Feld ist ein Polygonbereich. Zwei Felder lassen sich stets schartreu 
aufeinander abbilden. Dabei kann man die Abbildung beider Scharseiten und einer 
Querseite ‘vorschreiben. Hat man z.B. für » = 1,2,3 drei umkehrbar eindeutige und 
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stetige Abbildungen x’ = a,(z) [x,(0) = 0, a,(1) =1] des Intervalls O<r si auf 
sich selbst, so ist 


x = a2), y’ = aaly) + ol2)Lasly) — &aly)] 

eine schartreue Abbildung des Feldes 0 <xz<s1,0<sy<si1 auf sich selbst, bei der die 
Abbildung dreier Seiten durch die Funktionen a, willkürlich vorgeschrieben ist. 

10. Jeder Polygonbereich ® mit r Randpolygonen ist eine Fläche mit r Rändern. 
Er besitzt ein Geschlecht?) p und eine Charakteristik N=p+r—.2. Ist K, bzw. K, 
die Anzahl der im Innern bzw. auf dem Rande von ® gelegenen singulären Punkte und 
a bzw. e die Anzahl der aus- bzw. einspringenden Ecken von ®, so nennen wir die (ganze) 
Zahl 


IR) = 2N + 2K, + K,+ > 


den Index von ®. 
Satz 2. Jeder von singulären Punkten freie Polygonbereich hat den Index Null. 
Satz 3. Zerlegt man einen Polygonbereich ® in endlich viele Polygonbereiche 


Bı Pa - “0 Bar 


von denen keine zwei einen inneren Punkt gemein haben, so ist j(B) = z J®2.)- 


$& 2. Weitere Grundbegriffe. 


Es ist oft zweckmäßig, aus ® einen Polygonbereich ® herauszuschneiden und die 
Menge der in ® enthaltenen Scharkurven als eine reguläre Kurvenschar auf einer beran- 
deten Fläche anzusehen. Wir untersuchen singuläre Punkte solcher Kurvenscharen und 
haben dabei zwischen singulären Hauptpunkten (im Innern von ®) und singulären Rand- 
punkten zu unterscheiden. 

1. Die singulären Punkte $ und 5’ haben die gleiche Struktur, wenn sich eine Um- 
gebung (im üblichen Sinn der Flächentopologie) von S auf eine von S’ schartreu ab- 
bilden läßt. Die Struktur eines singulären Punktes $ ist durch den Verlauf der Kurven- 
schar in einer beliebig kleinen Umgebung von 5 bestimmt. 

Mit dem Ziel, die Struktur von 5 zu kennzeichnen, suchen wir nach schartopolo- 
gischen Invarianten von S, d.h. nach Eigenschaften der Kurvenschar, die mit Hilfe einer 
Umgebung U von S bestimmt werden und invariant gegen schartreue Abbildungen von 
U sowie unabhängig von der Wahl von U sind. 

2. Zunächst sei 5 ein singulärer Hauptpunkt. Einen in ® enthaltenen Polygon- 
bereich U, der sich auf eine Kreisscheibe topologisch abbilden läßt, nannten wir in TRK 
eine Scharumgebung eines in seinem Innern enthaltenen singulären Punktes 5, wenn er 
keinen weiteren singulären Punkt enthält. Jede Umgebung von 5 enthält solche Schar- 
umgebungen. Es ist nun zweckmäßig, die Mannigfaltigkeit der möglichen Formen solcher 
Scharumgebungen durch vereinfachende Reduktionen zu beschränken. 

Zunächst kann man die in einer uneigentlichen Ecke zusammenstoßenden Seiten 
zu einem einzigen Scharbogen, gegebenenfalls zu einem Schar- bzw. Queroval vereinen. 
Wir dürfen also voraussetzen: 


2) Jede Fläche % läßt sich durch punktfremde Rückkehrschnitte so zerlegen, dass eine einzige Fläche 
entsteht, die durch jeden ihrer Rückkehrschnitte zerstückelt wird. Die Anzahl der zwei- bzw. einufrigen unter 
den benutzten Rückkehrschnitten sei zbzw. e. Dann nennen wir p= 22 + e das Geschlecht von % (wel. TRK, 
.S 474). Diese Definition weicht von der üblichen unwesentlich ab. 
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I) Jede Ecke von U ist eine eigentliche Ecke. 

Durch eine einspringende Ecke A tritt eine Scharkurve in das Innere von U ein. 
Stößt man bei der weiteren Verfolgung dieser Scharkurve auf.einen Randpunkt B, so 
wird U durch den Scharbogen AB in zwei Polygonbereiche zerlegt, von denen einer eine 
Scharumgebung von $5 ist. Wir dürfen also voraussetzen: 

II) Jede durch eine einspringende Ecke eintretende Scharkurve bleibt im Innern 
von U. 

Besitzt U eine Scharseite, die eine einspringende Ecke A mit einer ausspringenden B 
verbindet (Abb: 1), so wählen wir (Satz 1) ein in U enthaltenes Feld %, dessen eine Schar- 
seite mit AB zusammenfällt, während eine Querseite BC auf der an B stoßenden Quer- 
seite von U liegt. Ersetzen wir das Randstück ABC von U durch einen Querbogen q 
aus 7%, so erhalten wir eine Scharurügebung, die eine Scharseite weniger als U besitzt. 
Daher dürfen wir voraussetzen: 























Abb.8. 


III) Ist ein Endpunkt einer Scharseite von U eine ausspringende Ecke, so gilt 
von der anderen dasselbe. 
Wir verstehen künftig unter einer Scharumgebung eines singulären Hauptpunktes 
stets eine solche, die den Bedingungen I bis III genügt. 
Journal für Mathematik. Bd. 184. Heft 4. 31 
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3. Sind s,, 53, -- . ‚5, Strahlen, die von einem singulären Hauptpunkt $ ausgehen, 
so soll eine Scharumgebung von $ den s, angepaßt heißen, wenn ihr Inneres den regu- 
lären Endpunkt keines der Strahlen s, enthält und ihr Rand mit jedem s, genau einen 
Punkt gemein hat. Jede Umgebung von 5 enthält Scharumgebungen, die den s, an- 
gepaßt sind. 

4. Es sei U eine Scharumgebung eines singulären Hauptpunktes $. Die Strahlen 
a= AS undb=BS sollen mit Ausnahme der Endpunkte A und B im Innern von U 
liegen und keinen von S verschiedenen Punkt gemein haben. Durch a und b wird U in 
zwei Polygonbereiche zerlegt, die wir Keilbereiche nennen. Einer von ihnen heiße &. 
Die Punkte A und B gelten als Ecken von &. Die Strahlen a und 5 heißen Randstrahlen, 
das auf auf dem Rande von U liegende Randstück von $ heißt Außenrand. 

Ist U orientiert, so besitzt der Rand und damit auch der Außenrand von & eine 
Richtung. Ist dann z. B. A der linke Endpunkt des Außenrandes, so nennen wir a den 
linken, b den rechten Randstrahl. 

Auch für Keilbereiche gelten die Aussagen I bis III, doch gilt I nicht für die End- 
punkte des Außenrandes, III nicht für die Randstrahlen. 

5. Aus dem Satz 2 lassen sich Schlüsse über den Verlauf einer Scharkuve k in 
einem Keilbereich 8 ziehen. Zunächst ist k kein Oval, denn ein solches würde einen 
Polygonbereich des Index —2 beranden, der keinen singulären Punkt enthält. Weiter 
kann k mit keinem Querbogen g aus f mehr als einen Punkt gemein haben, denn sonst 
würde ein Bogen von k mit einem Stück von g einen Polygonbereich beranden, der keinen 
singulären Punkt enthält und dessen Index einen der Werte —1, —2, — 3 besitzt. 

Es sei nun k eine vollständige Scharkurve aus $, d.h. eine solche, die nicht echter 
Teil einer Scharkurve aus & ist. Sie ist kein Oval, also topologisches Bild einer Strecke 
s= AB. Es sei Q ein linker Endpunkt von k, der nicht gleich 5 ist. Es gibt also ein 
Feld %, dessen Inneres Q enthält, und eine Folge P,, Pz,... von Punkten auf s, die 
gegen A konvergiert und der eine Folge Q,, Q,, .... auf k entspricht, die in % liegt und 
gegen Q konvergiert. Da k die Querseiten von % nicht mehrfach schneidet, müssen alle 
Q, auf demselben Scharbogen aus % liegen, nämlich auf dem durch Q@ gehenden. Das 
bedeutet, daß Q auf dem Rande von U liegt und k dort abbricht. Also besitzt k nur 
einen linken Endpunkt, der entweder mit 5 zusammenfällt oder auf dem Rande liegt. 
Entsprechendes gilt für rechts: 

Satz 4. Jede vollständige Scharkurve aus einem Keilbereich ist ein Scharbogen oder 
(nach Zufügen des singulären Punktes) ein Strahl oder eine Schleife. 

6. Schließlich sei $ ein singulärer Randpunkt von ®. Wir bezeichnen denselben 
Punkt als Punkt von ® mit S,. Von S, gehen zwei Strahlen a und 5 aus, die Seiten 
der Berandung von ® sind. Es sei U eine Scharumgebung von S,, die a und 5 angepaßt 
ist, aber keinen Punkt der übrigen Seiten von ® enthält. Der Durchschnitt von U und 
® ist ein Keilbereich. Wir nennen ihn eine Scharumgebung des singulären Randpunktes S. 

7. Der Index einer Scharumgebung U eines singulären Haupt- bzw. Randpunktes 5 
hat den Wert }(a —e) bzw. —1 + (a —e), wo a die Anzahl der ausspringenden, e die 
der einspringenden Ecken ist. Dieser Index ist von der Wahl von U unabhängig (TRK, 
Satz 15), also eine schartopologische Invariante von $S. Wir nennen sie den Index von S. 

8. Ein singulärer Punkt heißt erster Art, wenn er Endpunkt wenigstens eines Strahls 
ist, zweiter Art, wenn jede seiner Umgebungen wenigstens ein Scharoval enthält®). Es 
läßt sich zeigen), daß jeder singuläre Punkt entweder erster oder zweiter Art ist. 


3) L.E.J. Brouwer, On continuous vector distributions on surfaces. II., Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 12 (1909), $. 723. 
4) v. Ker&kjärtö, Vorlesungen über Topologie. I., Berlin 1923, S. 257. 
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Ist $ ein singulärer Punkt zweiter Art, so gibt es eine Umgebung U von S$, die von 
einem Scharoval berandet wird. Jede vollständige Scharkurve aus U ist ein S ein- 
schließendes Oval oder beiderseits offen. Enthält U keine offene Scharkurve, so läßt 
sich die Schar konzentrischer Kreise in einer Kreisscheibe schartreu auf U abbilden. 
Enthält jede Umgebung von $ eine offene vollständige Scharkurve, so konvergiert jede 
solche gegen zwei Scharovale. Diese Ovale beranden einen ringförmigen Bereich, der 
von offenen Scharkurven erfüllt wird. Er läßt sich auf einen der beiden von Kerökjärtö?) 
angegebenen Bereiche schartreu abbilden. Solcher Bereiche gibt es in U abzählbar 
unendlich viele. Sie lassen zwischen sich endlich oder abzählbar unendlich viele weitere 
ringförmige Bereiche stehen. Jeder von ihnen enthält nur Scharovale und läßt sich auf 
eine Schar konzentrischer Kreise im Kreisring schartreu abbilden. 

Die Struktur der singulären Punkte zweiter Art ist damit weitgehend gekenn- 
zeichnet. Über die singulären Punkte erster Art ist bisher wenig bekannt. Mit ihnen 
beschäftigen wir uns im folgenden. 


9. Ist s ein von dem singulären Punkt 5 ausgehender Strahl, so kann es sein, daß 
kein zweiter, mit s fremder Strahl von 5 ausgeht (z. B. Brennpunkt einer Schar kon- 
fokaler Ellipsen). Die Struktur von $ ist dann eindeutig bestimmt. Gehen aber von 
einem singulären Hauptpunkt $ zwei fremde Strahlen aus, so zerlegen sie eine Schar- 
umgebung S in zwei Keilbereiche. Damit wird die Untersuchung von 5 auf die Unter- 
suchung zweier singulärer Randpunkte zurückgeführt. Es bedeutet also keine Ein- 
schränkung der Allgemeinheit, wenn wir uns auf die Untersuchung singulärer Rand- 
punkte beschränken. Diese Beschränkung ist zweckmäßig im Interesse einfacherer Be- 
griffsbildungen. Wir werden nämlich Anordnungsbegriffe benutzen und ersparen uns 
die Notwendigkeit, statt der linearen Ordnung die nicht inhaltsreichere, aber umständ- 
licher anzuwendende zyklische Ordnung zu verwenden. 


$ 3. Keilschachteln. 


Wir bezeichnen künftig mit $ einen singulären Randpunkt und beschränken uns 
auf die Untersuchung der Schar innerhalb einer gewissen Scharumgebung von S, die 
wir als orientiert voraussetzen. 

Für die benutzten Begriffe über lineare Ordnung sehe man des Verfassers Arbeit 
GM?). 

1. Sind a und 5 Strahlen, so sei 

a) ab, wenn a ein Teil von 5b oder 5 ein Teil von a ist. 

b) a <b, wenn eine (und damit jede) a und b angepaßte Scharumgebung U von s 
folgende Eigenschaft hat: Sind A und B die auf dem Außenrand von U liegenden Punkte 
von a bzw. b, so liegt auf diesem Außenrand A links von B. 

Es gilt stets eine und nur eine der Relationen a mb, a<b,b <a. Ausa<b, 
amwa,bmb' folgt «a <b’, aus a <b, b <c folgt a <c. 

2. Die Beziehung a = b ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, spaltet also die 
Menge aller Strahlen in Klassen. Jede dieser Klassen nennen wir eine Strahlklasse. Die 
durch den Strahl a bestimmte Strahlklasse bezeichnen wir mit ä, es ist also @ = b gleich- 
bedeutend mit a mb. 


5) A.a.0.t), S. 255. 
®) E. George, Beitrag zur Theorie der geordneten Mengen, J.f.d.r. u. angew. Math. 160 (1939), S. 191. 
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Ist a <b, so sei a <b. Diese Beziehung ist alternativ und transitiv, also eine lineare 


Ordnung im Sinne von GM. Die durch sie geordnete Menge der Strahlklassen bezeichnen 
wir mit ©. Der Ordnungstypus von © ist eine schartopologische Invariante von S. 


3. Wir sagen, eine Strahlklasse f sei in einem Keilbereich & mit den Randstrahlen 


a und b (a <b) enthalten, wenn a <t<b ist, also f dem durch a und 5 bestimmten 
Intervall i aus © angehört. Die Strahlklassen a und 5 heißen Randstrahlklassen von 
K, die übrigen Strahlklassen aus i sind in & voll enthalten. 


Wir übertragen nun die in GM für Intervalle definierten Lagebeziehungen auf 


die Keilbereiche. Sind 8 und &#’ Keilbereiche mit den Randstrahlen a und 5b (a <b) 
bzw. a’ und b’ (a’ <b’), so schreiben wir: 


a) ®- 8 statt a=a’, b= b’ und nennen $ mit 8’ wesentlich gleich. 
b) &> # statt asa <W < 
ce) R<K statt a<b <a <P, 

d) RX statt a<a <b<b,, 

e) K8| 8, falls E<R’ oder  < KR. 

In einer Aussage über solche Lagebeziehungen darf man jeden Keilbereich durch 


in 


jeden wesentlich gleichen ersetzen. 


4. Satz 5. Wesentlich gleiche Keilbereiche haben denselben Index. 
Beweis. Es sei & — ®’ und U eine Scharumgebung von S$, die den Randstrahlen 


von & und &’ angepaßt ist und keinen Punkt des Außenrandes von $ oder &’ enthält. 
Der Außenrand von U zerlegt 8 in einen Keilbereich $, und einen von singulären Punkten 
freien Polygonbereich. : Wegen der Sätze 2 und 3ist j( 8) = j(8,). Ebenso ist j( 8’) = j(R,), 
also (8) = j(#). 


5. Eine unendliche Folge von Keilbereichen F = $,, 8, ..., kurz F =($,), die 


für alle » die Bedingung 8, > $,,, erfüllt, heißt eine Keilbereichschachtel (Kb-Schachtel), 
wenn in jeder Umgebung von S$ alle 8, bis auf endlich viele liegen. 


Eine Strahlklasse soll in F (voll) enthalten sein, wenn sie in allen $, (voll) enthalten ist. 
Es sei 8 ein Keilbereich; F=($,) und F’ = ($)) seien Kb-Schachteln. Wir 


schreiben: 


a) R>F (ER enthält F), wenn 8> $, für wenigstens ein ». 

b) &|F, wenn &| 8, für wenigstens ein ». 

c) F>F’ (F enthält F’), wenn $, > F’ für alle ». 

d) FF (FisF gleichwertig), wenn zugleich F>F’ und F'>F. 

e) F<F', wenn $, < $, für wenigstens ein Zahlenpaar », u. 

fl) FxF', wenn $, x 8 für alle »> p, #u> g mit festen p,gq. 

g) F|F (F ist mü F' fremd), wenn F <F’ oder F'’<F. 

In Aussagen über diese Lagebeziehungen kann man jede Kb- Schachtel F durch 


jede gleichwertige ersetzen, z. B. durch jede Kb-Schachtel, die aus F durch Fortlassen 
von endlich oder unendlich vielen Keilbereichen entsteht. 


6. Gewisse Keilbereiche nennen wir Keile. Wir unterscheiden drei Arten von 


Keilen (Abb. 2), die wir wie folgt definieren’): 


Einen Keilbereich ohne einspringende Ecken nennen wir einen 

a) Schleifenkeil, wenn sein Rand eine Schleife ist, 

b) Strahlenkeil, wenn er genau zwei ausspringende Ecken hat, 

c) Bogenkeil, wenn er genau vier ausspringende Ecken hat und von keinem Strahl 


in zwei Keilbereiche zerlegt wird. 


Schleifen- und Bogenkeile nennen wir Hauptkeile. 


?) Ähnlich bei Brouwer, a.a. 0.?), S. 725—728. 
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Der Index eines Schleifenkeils X hat den Wert — 1. Jede vollständige Scharkurve 
aus K ist (nach Zufügen von $) eine Schleife und berandet einen in K enthaltenen 
Schleifenkeil. 

Der Index eines Strahlenkeils X hat den Wert Null. Der Außenrand ist ein Quer- 
bogen g. Keine Scharkurve aus K verbindet zwei Punkte von g, sie würde sonst einen 
von singulären Punkten freien Polygonbereich vom Index — 1 abtrennen, gegen Satz 2. 
Also ist jede vollständige Scharkurve aus K ein Strahl oder eine Schleife. 

Der Index eines Bogenkeils K hat den Wert 1. Der Außenrand besteht aus einer 
Scharseite und zwei Querseiten. Jede vollständige Scharkurve aus K ist ein Scharbogen, 
eine Schleife oder ein Randstrahl. 


7. Es sei A, ein Punkt auf dem Randstrahl a = 5A eines Keils X. Ist A eine 
ausspringende Ecke (Abb. 3), so wählen wir ein Feld % = ABCD so, daß AB auf a, 
AD auf dem Außenrand von K und B zwischen A, und $ liegt. Wir verbinden D mit A, 
durch einen Querbogen aus % und erhalten ein Feld %’ = A,BCD. Wir bilden nun % 
auf %’ schartreu so ab, daß die Punkte des Randstücks BCD fest bleiben. Ist A eine un- 
eigentliche Ecke (Abb. 4), so wählen wir ein Feld % = BCDE aus K, dessen eine Schar- 
seite BE die Punkte A und A, als innere Punkte enthält, und bilden es schartreu so auf 
sich selbst ab, daß die Punkte des Randstücks BCDE fest bleiben und A in A, über- 
geführt wird. Schließlich ordnen wir jeden außerhalb von % gelegenen Punkt von K 
sich selbst zu. Man kann also jeden Keil K schartreu auf einen Keil abbilden, dessen 
Randstrahlen als Teile der Randstrahlen von X gegeben sind. 

8. Es sei P'=a(P) eine umkehrbar eindeutige und stetige Funktion, die den 
Randstrahl a = SA eines Keils K unter Erhaltung der Endpunkte auf sich selbst 
abbildet. Wir werden zeigen, daß sich & zu einer schartreuen Abbildung von K auf 
sich selbst erweitern läßt. 

a) Besitzt & innerhalb jeder Umgebung von S unendlich viele Fixpunkte, so 
wählen wir eine gegen 5 konvergierende Folge A, = A, A,, Aa, - . . soleher Punkte, so 
daß stets A,,, zwischen A, und $ liegt (Abb. 5), und für jedes » ein Feld 


N . A,A,Hı B,C, 


so, daß stets A,,, C,+ı auf A,,, B, liegt. Die %, sollen gegen 5 konvergieren. Darauf 
bilden wir %, schartreu so auf sich selbst ab, daß A,A,,, in der durch & vorgeschriebenen 
Art abgebildet wird und jeder Punkt der drei anderen Seiten fest bleibt. Außerhalb der 
7, ordnen wir jeden Punkt von X sich selbst zu. 

b) Besitzt & nicht innerhalb jeder Umgebung von $ unendlich viele Fixpunkte, so 
durchlaufen wir a von A aus bis zum letzten Fixpunkt A,. Innerhalb eines Feldes mit 
der Seite AA, erweitern wir & zu einer schartreuen Abbildung, die die Punkte der drei 
anderen Seiten fest läßt. Auf SA, liegt stets z.B. «(P) zwischen P und 5. Wir wählen 
auf a eine gegen $ konvergierende Folge Ay, A], Ay,... so (Abb. 6), daß A) = a(A,) 
für »> 0 zwischen A, und A,,, liegt. Weiter bestimmen wir Felder %, wie unter a). 
Nun verbinden wir C, mit A, für v»> 0 durch einen Querbogen aus %,. Schließlich 
erweitern wir & zu einer schartreuen Abbildung von %, auf AJA,,,C,,,B,C,, und zwar 
so, daß jeder Randpunkt, der weder auf a noch auf dem Rande zweier der %, liegt, fest 
bleibt. Außerhalb der benutzten Felder ordnen wir jeden Punkt von K sich selbst zu. 

9. Aus Keilen bestehende Kb-Schachteln nennen wir Keischachteln. Sind fast 
alle Glieder einer Keilschachtel Strahlenkeile, so nennen wir sie eine Strahlenschachtel, 
andernfalls eine Hauptschachtel. 

Hauptschachteln und Strahlenschachteln, die Hauptschachteln gleichwertig sind, 
nennen wir Keilschachteln erster Art (EA-Schachteln). 
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Eine Strahlenschachtel, die keine Hauptschachtel enthält, nennen wir eine 
Keilschachtel zweiter Art (E2-Schachtel). 

Keilschachteln erster und zweiter Art nennen wir einfache Keilschachteln (E-Schach- 
teln). Jede nicht einfache Keilschachtel ist eine Strahlenschachtel, die eine Haupt- 
schachtel enthält, ohne ihr gleichwertig zu sein. 

Die Verwendung kleiner Buchstaben f, f usw. für Keilschachteln soll künftig die 
Voraussetzung einschließen, daß es sich um E-Schachteln handelt. 


10. Satz 6. In keiner E1-Schachtel ist eine Strahlklasse voll enthalten. 


Ist nämlich die Strahlklasse a in f = (K,) voll enthalten, so werden fast alle X, 
durch a in zwei Keile zerlegt. Das ist nur möglich, wenn sie Strahlenkeile sind. 


Satz 7. Ist {= (K,) eine E1-Schachtel und & ein Keilbereich, so ist & | f oder & > . 

Beweis. Wäre $& x K, oder K,x & für fast alle v, so wäre eine Randstrahlklasse 
von & in / voll enthalten, gegen Satz 6. Also ist ®|/ oder & > oder aber K,> & 
für jedes v. Die letzte Relation schließt die vorletzte ein, denn sie verlangt, daß f beide 
Randstrahlklassen von & enthält, und das ist nach Satz 6 nur möglich, wenn die Rand- 
strahlklassen fast aller X, mit denen von $ zusammenfallen. 

Aus dem Satz 7 folgt sofort der 

Satz 8. Ist f eine E1-Schachtel und F eine beliebige Keilschachtel, so gilt F | f oder 
F>!}. 

Ist auch F eine E1-Schachtel, so gilt {| F oder f>F. Ist dagegen F eine E2- 
Schachtel, so gilt gewiß nicht F>f. Also: 

Satz 9. Zwei E1-Schachteln sind stets entweder fremd oder gleichwertig. Jede E1- 
Schachtel ist mit jeder E2-Schachtel fremd. 

Ist F in Satz 8 in f enthalten, so gilt nicht F | f. Also: 

Satz 10. Jede in einer E1-Schachtel f enthaltene Keilschachtel ist mit f gleichwertig. 

Ist {> F und enthält f keine E1-Schachtel, so gilt dasselbe von F. Ist f eine E2- 
Schachtel und f’ > f, so ist f’ keine E1-Schachtel (Satz 9). Also: 

Satz 11. Jede Keilschachtel, die in einer E2-Schachtel enthalten ist, und -_. E- 
Schachtel, die eine E2-Schachtel enthält, ist eine E2-Schachtel. 


11. Satz 12. /st die Keilschachtel F = (K,) in einer nicht einfachen Keilschachtel 
F'=(K,) enthalten, so ist K, nur für endlich viele v ein Bogenkeil. 

Beweis. Es sei K, ein Bogenkeil und X‘, ein Keil, der keinen Punkt des Außen- 
randes von K, enthält. Wegen F’>F ist nicht K,|K,. Es ist auch nicht K, >K,, 
sonst würde der Außenrand des Keils K), von K, einen Strahlenkeil abtrennen, im Wider- 
spruch mit Satz 5. Wäre X, x K/, so hätte der rechte Randstrahl SA von K, mit dem 
Außenrand von K,, einen Punkt B gemein (Abb. 7). Man könnte ein Feld finden, dessen 
eine Scharseite der Bogen AB ist, während die Querseiten AD und BC auf dem Außen- 
rand von K bzw. K’ liegen. Dann wäre SCD ein Strahl, der X, in zwei Keile zerlegt. 
Dies würde der Definition des Bogenkeils widersprechen. Es ist also weder K, x K,, 
noch K,, x _K,. Dann muß K,> K,, und damit K,>F’ sein. Dies kann nur für 
endlich viele » gelten, sonst wäre F>F’, also F’ eine E-Schachtel. 


12. Jeder Keilbereich & läßt sich in endlich viele, eindeutig bestimmte Keile zer- 
legen. Diese Keilzerlegung kommt wie folgt zustande: 

Ist (Abb. 8) s, eine Scharseite, deren Endpunkte nicht ausspringende Ecken sind, 
so liegt s, auf einer Schleife, die einen Schleifenkeil berandet. 
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Ist ss, = A,A, eine Scharseite mit ausspringenden Endpunkten, so bezeichnen wir 
die an A, und A, stoßenden Querseiten mit g, und g5. Wegen Satz 1 ist jeder Punkt 
von g,, der in einer gewissen Umgebung von A, liegt, Endpunkt eines Scharbogens aus 
X, dessen zweiter Endpunkt auf g, liegt. Durchläuft man g, und g, von A, bzw. A, 
aus, so erreicht man einen ersten Punkt B, bzw. B,, der nicht auf einem Scharbogen 
von g, nach g, liegt. Die vollständigen Scharkurven durch B, und B, sind die Rand- 
strahlen eines Bogenkeils mit der Scharseite s,. 

Trennt man die so durch die Scharseiten von & bestimmten Hauptkeile ab, so 
verbleiben endlich viele Strahlenkeile. 

13. Es sei $, ein Keilbereich. Wir zerlegen ihn nach Nr. 12 in Keile erster Stufe 
und gewinnen nun durch Induktion eine unendliche Folge 8,, 8,, . . . wesentlich gleicher 
Keilbereiche, wobei &, in Keile »-ter Stufe zerlegt ist. Ist nämlich $, in Keile n-ter 
Stufe zerlegt, so wählen wir eine den Randstrahlen dieser Keile angepaßte Scharumgebung 
von S, deren Inneres keinen Punkt des Außenrandes von &, enthält. Ihren Durchschnitt 
mit , nennen wir $,,,- Wir zerlegen ihn zunächst durch die Randstrahlen der Keile 
n-ter Stufe in Keilbereiche und diese weiter nach Nr. 12 in Keile (n + 1)-ter Stufe. 


Wir setzen voraus, daß in jeder Umgebung von S$ fast alle 8, liegen und bezeichnen 
die Menge 3 der erhaltenen Keile, mit Einschluß der Stufeneinteilung, als eine Keil- 
spaltung von $,. Eine Keilschachtel F = (K,) nennen wir eine Keilschachtel aus 3, 
wenn für jedes » der Keil K, ein Keil »-ter Stufe aus 3 ist. 

Sind K,, K,, . . . alle Keile n-ter Stufe, die in einem Keil X niedrigerer Stufe ent- 
halten sind, so ist die Vereinigung der X, mit K wesentlich gleich. Wegen der Sätze 3 
und 5 ist j(K) = 2j(K,). Ist also p bzw. g die Anzahl der Bogen- bzw. Schleifenkeile 
unter den K,, so ist p—q =1 bzw. = —1 bzw. = (0, je nachdem ob K ein Bogen-, 
Schleifen- oder Strahlenkeil ist. Ist K ein Hauptkeil, so ist wenigstens einer der K, 
ein Hauptkeil. Jeder Hauptkeil enthält also wenigstens eine Hauptschachtel. 


$ 4. Wurzeln. 


1. Satz 13. Zwei Strahlenschachteln (bzw. E2-Schachteln) F' = (K’) und F" = (K”) 
sind dann und nur dann in einer Strahlenschachtel (bzw. E2-Schachtel) F gemeinsam 
enthalten, wenn es keine Hauptschachtel zwischen F’ und F’ gibt, d.h. keine Haupt- 
schachtel F'’, für die FF<F'" <F” oder F' <F" <F' gilt. 

Beweis. Die K’, und K‘; sollen Strahlenkeile sein. Wir nehmen zunächst an, es 
gebe eine Hauptschachtel F’’ = (K!''), für die z.B. FF<F” <F” ist. Es sei Ki 
ein Hauptkeil und X} <K} <KY. Es gibt keine Strahlenschachtel F = (K,), die F’ 
und F’ enthält, sonst wäre K, > K''' für fast alle », und die Randstrahlen von K}" 


würden aus fast jedem X, einen Strahlenkeil K®  K’'' ausschneiden, gegen Satz 5. 

Nehmen wir nun an, es gebe keine Hauptschachtel zwischen F’ und F”. Wir 
bezeichnen mit a’ und a) die linken, mit 5’ und 5’ die rechten Randstrahlen von K} 
und X‘, und unterscheiden drei Fälle, von denen einer vorliegen muß, wenn man gegebenen- 
falls F’ mit F’’ vertauscht. 

a) F>F'’. Dann sind beide Keilschachteln in F’ enthalten. 

b) F <F”. Wir nehmen an, es sei X) <K; , und wählen eine gegen $ konver- 
gierende Folge U,, U,,.... von Umgebungen von $ so, daß U, keinen Punkt des Außen- 
randes von K’ enthält. Dann entfernen wir aus F’” so viele Keile, daß K‘ in U, liegt. 
Nun hat X’ mit K’' keinen inneren Punkt gemein. Liegt a’ auf b/, so führen wir K), 
nach $ 3, Nr.7 in einen Keil mit dem rechten Randstrahl a’ über und vereinen diesen 
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mit X” zu einem Strahlenkeil K,. Ist aber b <a}', so suchen wir einen Keilbereich, 
der in U, liegt, dessen Randstrahlen auf 5) und a) liegen und der keinen Punkt des 
Außenrandes von K’, oder K’' enthält. Er ist ein Strahlenkeil K’’, sonst enthielte seine 
Keilzerlegung einen Hauptkeil und dieser eine Hauptschachtel zwischen F’ und F”. 
Wir ändern K’ und K’ so, daß sie sich mit K//' zu einem Strahlenkeil K, vereinen lassen. 

Die Strahlenschachtel F = (K,) enthält F’ und F’”’. Nehmen wir an, sie enthalte 
auch eine Hauptschachtel f. Dann ist f für jedes » in X,, also in X’, oder in K’’ oder 
in K' enthalten. Nun ist f nicht in X” enthalten, sonst wäre FF <f<F”. Also ist f 
für unendlich viele » in K’ oder in K’/ und damit in F’ oder in F’ enthalten. Sind F’ 
und F’’ E2-Schachteln, so ist dies nicht möglich, also ist dann auch F eine E2-Schachtel. 

c) FxF”. Wir setzen voraus, daß stets K,x K}, und wählen eine Folge 
U,, U,, . .. von Umgebungen von S wie unter b). Dann wird K von b, in zwei Strahlen- 
keile zerlegt, von denen einer in K',liegt, während der andere, K’', den rechten ge 
b‘' besitzt. Wir ändern K’, wie früher ab und vereinen den erhaltenen Keil mit K”' z 
einem Strahlenkeil X,. Man erkennt wie unter b), daß F = (K,) eine E2-Schachtel = 
falls F’ und F’ E2-Schachteln sind. 


2. Sind f' und f'" E-Schachteln, die in derselben E-Schachtel f enthalten sind, so 
schreiben wir f =". 

Sind f’ und f”” E1-Schachteln, so sind die Relationen f’ = f” und  — f” gleich- 
bedeutend. Ist f’ eine Ei-Schachtel und f”’ eine E2-Schachtel, so ist nicht f’ = f’. Für 
zwei E2-Schachteln f/’ und f” gilt wegen Satz 13 dann und nur dann f’ = f”, wenn es 
keine Hauptschachtel zwischen f’ und f” gibt. 

Satz 14. Aus fi = fa und fa = fs folgt fi = F»- 

Beweis. Es gibt zwei E-Schachteln f und f”, so daß f>f, f>f. f’>Ia 
f'>fs. Da beide f, enthalten, sind sie nicht fremd, es ist also f = f’. Dann gibt es 
eine E-Schachtel, die f’ und f”” und damit auch f, und /, enthält. 

Satz 15. It <fuf=f, fh = 1, aber nicht f = f,, so ist ff <fl. 

Beweis. Es gibt zwei E-Schachteln f” und f , so daß ”>f,f”>f’ und fi >f,, 
fi >fi ist. Wegen "=zf, fi =fı ist nicht "= fi. Es ist auch nicht fi <f”, denn 
dann wäre f, <f. Also gilt f” <f} , und hieraus folgt f' <f. 

3. Die Relation f= f’ ist symmetrisch, reflexiv und transitiv. Sie spaltet die 
Menge der E-Schachteln in Klassen, die wir Wurzeln von S nennen. Die durch f be- 
stimmte Wurzel bezeichnen wir mit w = }. 

Keine Wurzel enthält zugleich E1- und E2-Schachteln. Wir unterscheiden daher 
Wurzeln erster und zweiter Art. 

Ist f <f,, aber nicht f = f,, so sei f <f,- 

Diese Relation stellt wegen Satz 15 eine lineare Ordnung der Menge der Wurzeln 
von $ dar. Wir nennen diese geordnete Menge W den Wurzelkranz von S. 

Soweit es sich um die Anordnung handelt, entspricht diese Definition der Defi- 
nition von Z in GM. Ersetzt man jeden Keilbereich durch das Intervall der in ihm 
enthalten Strahlklassen, so gehen die Kb-Strahlen in Intervallschachteln über. Der 
Menge der E-Schachteln entspricht eine Schachtelmenge aus ©, die nach Satz 13 spalt- 
bar im Sinne von GM ist. Die durch sie nach GM definierte geordnete des 2 ent- 
spricht der geordneten Menge ®. 

4. Satz 16. W ist abgeschlossen geordnet im Sinne von GM. 

Beweis. Wegen GM, Satz 11, ist nur zu zeigen, daß jede Kb-Schachtel F = ($,) 
eine E-Schachtel enthält. Da aber jede Keilschachtel eine E-Schachtel ist oder enthält, 
so genügt es zu zeigen, daß F eine Keilschachtel enthält. Wir unterscheiden zwei Fälle. 
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a) F enthält eine Strahlklasse f. Wir dürfen annehmen, f sei z. B. rechte Rand- 
strahlklasse keines der $,. Wir zerlegen &, in Keile und wählen denjenigen Ä, aus, 
der f enthält, jedoch nicht als rechte Randstrahlklasse. Es sei 8, ein Keilbereich aus F, 
der keinen Punkt des Außenrandes von X, enthält. Wir zerlegen ihn zuerst mit Hilfe 
der Randstrahlen von X, und weiter nach $ 3, Nr. 12 in Keile und wählen wieder den- 
jenigen X, aus, der f enthält, aber nicht als rechte Randstrahlklasse. So fortfahrend 
erhalten wir eine in F enthaltene Keilschachtel (K,). 


b) F enthält keine -Strahlklasse. Wir zerlegen X, in Keile. Einer von ihnen, er 
heiße Ä,, enthält F. Es sei XK,>8,. Wir zerlegen $, in Keile und bezeichnen mit X, 
den Keil, der F enthält. So fortfahrend erhalten wir eine in F enthaltene Keilschachtel (X), 


5. Sind F und f” zwei Wurzeln zweiter Art, so gibt es eine Hauptschachtel f 
zwischen f’ und f”, also eine Wurzel f erster Art zwischen f und f”: 


Satz 17. Zwischen zwei Wurzeln zweiter Art gibt es stets wenigstens eine Wurzel 
erster Art. 


6. Eine Wurzel w nennen wir in einem Keilbereich & bzw. in einer Kb-Schachtel F 
enthalten, wenn wenigstens eine Keilschachtel aus w in 8 bzw. in F enthalten ist. 


Satz 18. Zerlegt man einen Keilbereich ® in endlich viele Keilbereiche 8, En, 
so ist jede in ® enthaltene Wurzel erster (zweiter) Art in genau (wenigstens) einem der $, 
enthalten. 


Beweis. Es sei 8, < 8, <---<$,. Den linken bzw. rechten Randstrahl von 
X, nennen wir a,_, bzw. a,. Weiter sei f eine in $ enthaltene E-Schachtel und w= f. 
Wir unterscheiden zwei Fälle. 


a) Kein a, ist in f voll enthalten. Dies ist gewiß der Fall, wenn f eine E1-Schachtel 
ist (Satz 6). Dann gibt es einen Keil aus f, in dem kein a, voll enthalten ist. Er ist in 
einem der $, enthalten, etwa in &,. Dann ist f in $,, aber in keinem weiteren Keil- 
bereich der Zerlegung enthalten. 


b) Es ist a, in f voll enthalten. Dann sei U eine Umgebung von 5, die keinen 
Punkt des Außenrandes von $, enthält. Jeder in U enthaltene Keil aus f ist ein Strahlen- 
keil und wird von a, in zwei Strahlenkeile zerlegt, von denen einer einen rechten Rand- 
strahl auf a, hat. Die Strahlenkeile mit dem rechten Randstrahl auf a, bilden eine 
Keilschachtel f’ aus w. Ist a,_, nicht in f’ voll enthalten. so gilt &,> f’. Ist a,_, in f’ 
voll enthalten, so wird jeder Keil aus /’ durch a, _, in zwei Strahlenkeile zerlegt. Die 
'Strahlenkeile mit dem linken Randstrahl auf a, , bilden eine in $&, enthaltene Keil- 
schachtel aus w. 


7. Eine E-Schachtel f enthält nur eine Wurzel f. 


Eine nicht einfache Keilschachtel F = (K,) enthält wenigstens eine Wurzel erster 
Art. Enthält sie nur eine Wurzel erster Art, so wird diese durch eine in F enthaltene, 
aus Schleifenkeilen bestehende Keilschachtel F’ = (K”, ) definiert (Satz 12). Dann gilt 
z.B. K, x K, für ein festes n und fast alle v. Es wird also fast jedes X, durch den 
rechten Randstrahl von X, in zwei Strahlenkeile zerlegt, und für einen von diesen, er 
heiße $°, ist X, < K®. Die Keilschachtel F? = (K° ) enthält keine Wurzel erster Art, 
definiert also eine in F enthaltene Wurzel zweiter Art. 


Enthielte F drei Wurzeln erster Art w < w’ < w”’, so würde man ebenso je eine 
Wurzel zweiter Art zwischen w und w’ und zwischen w’ und w’’ finden. Wegen der Sätze 
43 und 17 enthält aber F nur eine Wurzel zweiter Art. Also: 
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Satz 19. Jede nicht einfache Keilschachtel enthält genau zwei oder drei Wurzeln, 
nämlich entweder je eine Wurzel erster und zweiter Art oder zwei Wurzeln erster Art und 
dazwischen eine zweiter Art. x 

8. Einen Keilbereich, der jede Keilschachtel aus einer Wurzel w enthält, nennen 
wip eine Scharumgebung von w. 

Satz 20. Jede Scharumgebung der in einer nicht einfachen Keilschachtel F = (K,) 
enthaltenen Wurzel zweiter Art w enthält F. 

Beweis. Es sei 8 eine Scharumgebung von w, die F nicht enthält. Wenigstens ein 
Randstrahl von $, etwa der linke a, zerlegt fast jedes Ä, in zwei Strahlenkeile, und für 
einen, K’, von ihnen ist X, < &. Die Keilschachtel F’ = (K’) enthält nicht w, also 
überhaupt keine Wurzel zweiter Art, da w die einzige in F enthaltene Wurzel zweiter 
Art ist. Also ist F’ einer Hauptschachtel f”’ = (K’') gleichwertig, und a ist gemeinsame 
rechte Randstrahlklasse nicht nur der X, sondern auch fast aller X’. Das ist nicht 
möglich, denn fast alle X’ sind Schleifenkeile, es können nicht unendlich viele von ihnen 
dieselbe Randstrahlklasse besitzen. 

9. Enthält jede Scharumgebung einer Wurzel w unendlich viele Wurzeln aus einer 
Teilmenge M von ®, so nennen wir w eine Häufungswurzel von M. Gehört jede Häufungs- 
wurzel von M zu M, so nennen wir M abgeschlossen. 

Satz 21. Ist M eine unendliche Teilmenge von ®, so gibt es wenigstens eine Häufungs- 
wurzel von M. 

Beweis. Es sei 3 eine Keilspaltung einer Scharumgebung von $S. Wegen Satz 18 
enthält wenigstens ein Keil X, erster Stufe unendlich viele Wurzeln aus M. Dasselbe 
gilt für wenigstens einen in X, enthaltenen Keil X, zweiter Stufe. So fortfahrend erhält 
man eine Keilschachtel F = (K,). Es sei w = F, wenn F einfach ist, andernfalls sei w die 
in F enthaltene Wurzel zweiter Art. Jede Scharumgebung von w enthält F, also wenig- 
stens einen Keil X, und damit unendlich viele Wurzeln aus M. Demnach ist w eine 
Häufungswurzel von M. 

10. Es sei M eine Teilmenge von ® und N eine Menge von Keilbereichen. Wir 
sagen, N überdecke M, wenn jede Wurzel aus M eine Scharumgebung besitzt, die Element 
von N ist. 

Satz 22. Überdeckt eine Menge N von Keilbereichen eine abgeschlossene Menge M 
von Wurzeln, so gilt dasselbe schon von einer endlichen Teilmenge von N. 

Beweis. Wir nehmen an, M werde durch keine endliche Teilmenge von N über- 
deckt. Es sei 3 eine Keilspaltung einer Scharumgebung von $. Wenigstens ein Keil X, 
erster Stufe enthält eine Teilmenge von M, die sich nicht durch eine endliche Teilmenge 
von N überdecken läßt. Dasselbe gilt für wenigstens einen in X, enthaltenen Keil K, 
zweiter Stufe. So fortfahrend, erhalten wir eine Keilschachtel F = (K,). Es sei w die 
durch F definierte Wurzel oder die in F enthaltene Wurzel zweiter Art. Da w als Häu- 
fungswurzel von M zu M gehört, gibt es eine Scharumgebung von w, die Element von N 
ist. Sie enthält F und damit wenigstens einen Keil X,. Die Menge der in X, enthaltenen 
Wurzeln aus M wird also durch eine endliche Teilmenge von N überdeckt. Das wider- 
spricht der Definition von K,,. 

11. Zwei Wurzeln w und w’ sollen ähnlich heißen, wenn sich eine Scharumgebung 
von w auf eine von w’ unter Erhaltung der Orientierung schartreu so abbilden läßt, daß 
jeder Keilschachtel aus w eine aus w’ entspricht. 

Die Wurzelkränze ® und ®’ zweier singulärer Punkte sollen ähnlich heißen, wenn 
sie sich unter Erhaltung der Ordnung eineindeutig so aufeinander abbilden lassen, daß 
entsprechende Wurzeln ähnlich sind. 
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Es ist mir nicht bekannt, ob singuläre Punkte mit ähnlichen Wurzelkränzen stets 
die gleiche Struktur besitzen. Wir werden zeigen, daß dies jedenfalls für solche singu- 
lären Punkte gilt, für die folgende Voraussetzung erfüllt ist: 


Voraussetzung A. Es gibt keine eineindeutige Abbildung, die ein Intervall w Sw<w”’ 
aus ® unter Erhaltung der Ordnung auf ein zweites so abbildet, daß entsprechende Wurzeln 
ähnlich sind und wenigstens eine, aber nicht jede Wurzel fest bleibt. 


Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so gibt es eine eineindeutige, die Ordnung er- 
haltende Abbildung & zwischen zwei Intervallen aus ®, die jeder Wurzel eine ähnliche 
zuordnet, eine Wurzel w fest läßt und eine andere w, in eine von w, verschiedene Wurzel 
w, = a(w,) überführt. Es sei etwa w, <w, <w. Dann gibt es eine unendliche Folge 
W <U <wW< +: <(w,;, = &(w,)) von Wurzeln, die einander ähnlich sind. Die Voraus- 
setzung A ist also gewiß erfüllt, wenn S nicht unendlich viele einander ähnliche Wurzeln 
besitzt. 


Satz 23. Zwei singuläre Punkte S und S’, für die die Voraussetzung A zutrifft, 
besitzen dann und nur dann dieselbe Struktur, wenn ihre Wurzelkränze ® und W’ ähnlich 


sind. 


Beweis. Wir bezeichnen mit x eine eineindeutige, die Ordnung erhaltende Ab- 
bildung, die jeder Wurzel aus ® eine ähnliche aus ®’ zuordnet. Jede Wurzel w aus ® 
besitzt eine Scharumgebung &, die sich auf eine Scharumgebung $#’ von w = a(w) 
unter Erhaltung der Orientierung so schartreu abbilden läßt, daß jeder Keilschachtel 
aus w eine aus w’ entspricht. Wegen Satz 22 kann man f aus einer endlichen Menge 
von Keilbereichen $,, 8,,... auswählen. Die entsprechenden Keilbereiche seien 
8/, 8;,... und &, die schartreue Abbildung von 8, auf $’. Durch «, wird das Inter- 
vall der in &, enthaltenen Wurzeln auf das Intervall der in $’ enthaltenen Wurzeln 
abgebildet. Diese Abbildung stimmt für wenigstens eine Wurzel mit & überein, also 
wegen der Voraussetzung A für jede Wurzel aus ®. Daher stellen die &', eine Über- 
deckung von ®’ dar. 


Es sei U eine Scharumgebung von S, die den Randstrahlen der $, angepaßt ist 
und keinen Punkt ihrer Außenränder enthält. Wir zerlegen U durch die Randstrahlen der 
$, in Keilbereiche £,. Durch die &, wird jedes £, auf einen oder mehrere Keilbereiche 
aus einer endlichen Menge von Keilbereichen &), abgebildet. Weiter sei U’ eine Schar- 
umgebung von 5’, die den Randstrahlen der &, angepaßt ist und keinen Punkt ihrer 
Außenränder enthält. Wir zerlegen sie durch die Randstrahlen der &/ in Keilbereiche 
M'. Sie werden durch die Umkehrungen der a, auf Keilbereiche abgebildet, die wir 
in irgendeiner Reihenfolge mit M,,M,, . . . bezeichnen. 


Es kann sein, daß sich unter den WM, einfachste Strahlenkeile befinden, d. h. solche, 
die sich auf die Schar der Radien in einem Kreissektor schartreu abbilden lassen. Dann 
fassen wir alle diese Keile, soweit sie dieselbe Wurzel enthalten, zu einem einzigen 
Strahlenkeil zusammen ($ 3, Nr. 7), ebenso die entsprechenden®‘, und ordnen die beiden 
erhaltenen Keile einander zu. Wir dürfen also annehmen, daß unter den M, bzw. M' 
keine zwei einfachste Strahlenkeile sind, die dieselben Wurzel enthalten. Damit ist erreicht, 
daß jedem M, genau ein M, entspricht und umgekehrt. Würden nämlich z. B. M; 
und M; demselben Keilbereich M, entsprechen, so müßten WM} und M; dieselben Wurzeln 
enthalten; da aber wegen M! IM; keine Wurzel erster Art inM; und M; zugleich enthalten 
ist, müßten beide eine einzige Wurzel zweiter Art enthalten, also einfachste Strahlen- 


keile sein. 
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Wir dürfen annehmen, daß M, <M, <M; <:-- und M <M; <M; <-:- gilt 
und M, auf M) schartreu abgebildet werden kann. Wegen $ 3, Nr.7 dürfen wir weiter 
annehmen, daß der linke Randstrahl von M,,, mit dem rechten von M, identisch ist. 
Dann ist die Vereinigung derM, bzw. M’, eine Scharumgebung ® von $S bzw. ®’ von $”. 
Wir bilden M, auf M’, schartreu ab und können nach $ 3, Nr. 8 erreichen, daß so eine 
auch auf den gemeinsamen Randstrahlen eindeutige Abbildung entsteht, also eine schar- 


treue Abbildung von ® auf ®. 





Eingegangen 8. September 1941. 








